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1. INTRODUCTION

Ce mémoire rassemble mes résultats mathématiques en analyse non
linéaire depuis le début de ma these sous la direction de M. Haim
Brezis. Mes domaines de recherche sont des équations faisant intervenir
I’exposant critique de Sobolev, des problemes liés aux cristaux liquides
et aux applications harmoniques et des des problemes concernant la
fonctionnelle de Ginzburg-Landau.

Les difficultés rencontrées proviennent soit de la non compacité, soit
du fait que 'on travaille dans des espaces de Sobolev a valeurs dans
des spheres. Dans le paragraphe 2, je considere des problemes semi-
linéaires elliptiques faisant intervenir ’exposant critique de Sobolev
concernant le laplacien. Je considere également des problemes liés au
bi-laplacien. Je montre ’existence de solutions en utilisant la topologie
du domaine, j’étudie leur comportement asymptotique en dimension 3,
je m’intéresse a une équation étudiée par Brezis-Nirenberg, pour laque-
lle je précise le signe du multiplicateur de Lagrange et je généralise ce
résultat au bi-laplacien, et a la fin, je m’interesse a ce méme genre
d’équations, mais avec un poids du coté de la partie linéaire. Le para-
graphe 3 est consacré a des problemes de cristaux liquides. J’étudie
la minimisation de 1’énergie relaxée en dimension 2 et 3, je m’intéresse
également a la régularité des solutions minimisantes a valeurs dans
la sphere en dimension 3. Ce dernier travail comporte une partie
théorique et une partie numérique. Dans, le paragraphe 4, j’expose mes
travaux sur I’équation de Ginzburg-Landau avec poids. Le probleme de
Ginzburg-Landau sans poids a été considéré initialement par Bethuel-
Brezis et Hélein en 1994. On rencontre ces équations lors de 1’étude
des supraconducteurs ou des superfluides ou apparaissent des lignes
de vorticité (appelées aussi filaments). La question est d’étudier le
comportement asymptotique des solutions minimisantes de l'énergie
de Ginzburg-Landau. On découvre, contrairement au cas ou le poids
est constant, que le probleme limite possede des singularités de degré
topologique eventuellement plus grand que 1. Du point de vue de la
physique, ceci veut dire que les lignes de vorticité peuvent faire plus
d’un tour. De plus, les zéros des solutions (c’est a dire physiquement
les filaments) sont tres pres des minima du poids. On se situe dans
un cadre général ou les minima du poids peuvent étre aussi bien a
I'intérieur que sur le bord. D’abord on identifie les singularités du
probleme limite, ensuite on les localise a ’aide d’une fonctionnelle ap-
pelée Iénergie renormalisée introduite par Béthuel-Brezis et Hélein, et
enfin on estime la vitesse de convergence des zéros des solutions du
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probleme de Ginzburg-Landau vers leur limites et on donne une esti-
mation précise de 1’énergie.

Dans le dernier paragraphe j'expose mes travaux qui sont soit soumis
pour publication soit en cours de rédaction.

L’objectif de ce mémoire est de résumer mes principaux résultats et
d’aider a la compréhension générale de mes travaux. Les références
alphabétiques renvoient a la bibliographie et les références numériques
désignent la liste de mes publications.

2. PROBLEMES LIES A L’EXPOSANT CRITIQUE DE SOBOLEV: [1],
[2], [3], [14], [16], [17] BT [19]

2.1. Problemes non homogeénes avec a ’exposant critique de
Sobolev. Soit {2 un domaine régulier de RY avec N > 3. On considere
I’équation elliptique non linéaire:

—Au=uP+ f(u) dans £,
(P) u>0 dans €,
u=0 sur O0f),

ou p = % et f(u) est un terme d’ordre inférieur a p. On regardera

les cas ou f(u) = pu? et f(u) = du, p € R, A >0et 1 < q < p.
On observe que p+1 = % est I'exposant limite intervenant dans
I'injection de Sobolev HJ () — L4(2), avec 1 < g < p+ 1. L’injection
est compacte pour 1 < g < p+ 1, et ne 'est plus lorsque ¢ = p + 1.

Les solutions de (P) sont des points critiques non nuls de la fonction-

nelle définie sur H}(Q) par
1
p+1Jg

Bw =5 [ 1VaP - [+ [ P

2 Jq Q
ou F' est une primitive de f. La principale difficulté rencontrée dans
ce genre d’équations consiste en ce que les problemes variationnels
sont non compacts. En utilisant le théoreme du col d’Ambrosetti-
Rabinowitz (voir [AR]) on peut démontrer 'existence de solutions lorsque
la condition suivante du type Palais-Smale est vérifiée, (voir [BCN]) :

Définition 1. Soit ¢ € R fixé. On dit que F vérifie (PS). si pour
toute suite (uy,,) telle que E(u,) — c et ||E'(u,)|| — 0, alors la suite
(uy) est relativement compacte.
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Pour mieux comprendre le défaut de compacité, il est important
d’introduire la meilleure constante de Sobolev

v
S =

veHl(SZ) ol

dont les propriétés essentielles sont:
1) S est indépendante du domaine €2, elle ne dépend que de N.
2) S n'est jamais atteinte si  # RM.
3) Sur RY, S est atteinte par la famille de fonctions suivantes

N—-2

U B 2
(@) = en (ﬁ) ’

oucy = [N(N — 2)] , € € R" et a € RM. Chacune de ces fonctions
vérifie:
—Au=u" sur RV,

On peut caractériser précisément les suites qui ne sont pas compactes
a 'aide de la famille précédente (voir [B3]).
Mon premier résultat concerne I'existence de solutions de (P) lorsqu’on
tient compte de la topologie du domaine. Je rappelle que dans [BN1],
Brezis et Nirenberg ont montré que si par contre €2 est un domaine de
RY, alors si N = 3 (et donc p = 5), pour tout 3 < ¢ < 5, (P) possede
une solution, pour tout u > 0, et pour 1 < g < 3, (P) possede une
solution pour tout g > 0 assez grand et n’en possede pas pour p < 0
assez petit si €2 est étoilé.
Si N > 4, alors (P) possede une solution pour tout g > 0 et tout
1 < g < p. Toutes ces solutions ont une énergie inférieure a %S 7

Dans [C] Coron a étudié le cas d'un domaine troué, il montre alors
I’existence d’une solution si ;= 0. Lorsque ¢ > 1 et u # 0, ’équation
change d’homogénéité, la méthode utilisée dans [C] ne marche plus, je
montre cependant le théoreme suivant :

Théoreme 1. Soit ) un domaine borné réqulier, a € Q). Alors pour
tout réel p, tout 1 < q < p, et pour n > 0 assez petit (P) posséde

une solution u, dans Q, = Q\ B(a,n) telle que —S2 < / Vu,|* <
Q

v

L’outil essentiel pour la preuve du théoreme 1 est une variante du
théoreme du col (voir [AR]), j’utilise également des travaux de Brezis-
Coron (voir [BC]), de Struwe (voir [St]) qui décrivent exactement les
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suites qui ne vérifient pas la condition (PS)..

Dans un second travail en collaboration avec R.Crouau et R.Lewandowski,
voir (3], j’ai considéré le cas ou f(u) = A\u, avec A € R et N = 3 donc
p =5 est 'exposant critique de Sobolev. Soit G, la fonction de Green
relative a l'opérateur —A — A, on note g, sa partie réguliere. D’aprés
[B] il existe A* € (0, A1), ou A; est la premiére valeur propre de —A,
tels que si A* < A < A; alors M, = maxqgx(a,a) > 0, My« =0, et si

A < A\, alors My < 0. On sait d’aprés [B4], que pour A > \*, (P) ad-
met une solution. On suppose que €2 est assez régulier. Notre résultat
est a la fois un résultat d’existence et de comportement asymptotique
des solutions de (P). On a :

Théoreme 2. On pose A = X +¢e. Il existe g9 > 0 tel que pour tout
0 < € < eo, il existe une suite de solutions (u:)e=o de (P) telle que,
lorsque ¢ tend vers 0, on a

3
|Vu5]2 — 52§,,
au sens de la convergence des mesures.

En fait, les solutions (u.) sont de la forme u. = c.PU,_;. + w. ou
PU,_,. est la projection orthogonale de U,_;. sur Hj(Q), c. tend vers
une constante cy, a. tend vers a, t. tend vers 0, et w,. tend vers 0 dans
Hi (). Ces solutions sont aussi des minima locaux de la fonctionnelle

. [k = e [

()

La démonstration de ce résultat repose d’'une part sur des techniques
dues a Brezis-Nirenberg (voir [BN1]), d’autre part sur les travaux de
Bahri et de Bahri-Coron (voir [Bal] et [BaC]). Notons que Rey dans
[Re], a obtenu un résultat semblable pour les dimensions N > 4.

J)\*+€

Nous décrivons maintenant un papier écrit avec R.Lewandowski, voir
[2]. Dans [BN2], Brezis et Nirenberg étudient le probleme de minimi-
sation suivant

inf / |Vul?,
ue HY (@) [lu+ellp+1=1 o



6 REJEB HADIJI

olt ¢ est une fonction donnée non nulle dans LP™1(Q). Ils ont monté que
ce probleme admet une solution qui vérifie I’équation d’Euler-Lagrange

—Au = p(u)|lu+ pP"Hu+¢) dans Q,
u=0 sur O0f),

ou pu(u) € R est le multiplicateur de Lagrange associé a u. Dans [2] on
précise le signe de p(u). On montre que si ||¢||,41 < 1, alors p(u) > 0,
et si [|p|]p41 > 1, alors p(u) < 0.

2.2. Problemes liés a ’exposant critique de Sobolev et au bi-
laplacien. Dans [14], inspiré par [BN2], on a considéré les problemes
de minimisations suivants

Si(p,r) = inf / |Au|27
Q

ueH;(Q),[[ute|lr=1

oﬁQestundomainedeRN,N25,1<r§q:%,gp60(9)
est une fonction non nulle, H{(Q) = H?*(Q) N H}(Q), et Hy(Q) =
HZ(€2). On observe que le réel q est 'exposant limite intervenant dans
I'injection de Sobolev H;(2) — L"(2), 1 < r < ¢. On sait (voir
[V]) que S1(0,q) = S2(0,q) = S et que cette meilleure constante de
Sobolev n’est pas atteinte. Au contraire lorsque ¢ n’est pas nulle le
manque de compacité est compensé. On montre d’abord que Si(¢, )
(resp.Sa(p,r) ) admette une solution wuy, (resp. usz) dés que ¢ est non
nulle. Ces solutions vérifient les équations d’Euler-Lagrange suivantes:

=A% = p(wr)ur + 9P Hur +)  dans Q,
Auy =u; =0 sur 01,

(resp.

A%y = ) + gl up + ) dans 9,
Q2 —uy =0 sur 09Q,)

ou p(u;) € R, i = 1,2 est le multiplicateur de Lagrange associé a u;
dont le signe est déterminé comme dans [2]. Ensuite, comme HE () C
H?(Q) N HL(Q), il est naturel de se demander si S1(p,q) < Sa(p,q)
et si Uinfimum sur H%(Q) N H () est atteint par une fonction dans
HZ(€). Une réponse partielle & cette question est obtenue en utilisant
I'identité de Pohozaev: par exemple on montre que dans le cas sous
critique et pour ¢ petit on a l'inégalité stricte. On montre également

Théoréme 3. 1) Soit (u5) une suite de solutions pour S;(0,q — €).
Alors lorsque € tend vers 0, (uf) converge faiblement dans H*(S)) vers
0. De plus,

|Au)? — S6,.

au sens de la convergence des mesures, a étant un point de ).
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2) Supposons que ¢ € H?*(Q), alors lim. o S;(0,q — ) = Si(v,q).
De plus, soit (ul) une suite de solutions pour S;(¢,q—¢), alors, lorsque
e tend vers 0 (u$) converge fortement dans H?(Q) vers une solution du
probleme nitial.

Dans un travail fait avec A.Beaulieu voir [16], on se place dans le
cadre du papier [14]. On considere les problemes de minimisation suiv-
ants

Si(p,r inf Aul?
prr) = weHy(Q)[[utellr= 1/ Al

¢ € C(Q) est une fonction non nulle donnée, Hy(Q2) = H*(2) N HJ (),
et Hy(Q2) = H2(Q)). Une question naturelle se pose

A-t-on  Si(p,r) < Sa(p,1)?
On montre

Théoréme 4. Supposons que q € [2,q.| et que @ est non identiquement
nulle 0. On a

(1) St ||elly < 1 et ¢ est de signe constant dans 2, toute solution
minimisante de Sy n’appartient pas a HZ(Q) et on a Sp(q, p) < So(q, ¢)-

(ii) Si o est dans HZ(Q)) et est dans espace orthogonal de HZ(S2),
toute solution minimisante de Sy n’appartient pas H3(Q) et on a
So(q, ») < Solq, »)-

(iii) Pour q > 2, si|lpll, > 1 et ¢ dans HZ(QY), alors Si(q,¢) =
82((]7 QO)

Remarque 1. On note que lorsque |||, > 1 le probléme devient con-
veze.

2.3. Problemes avec un poids et avec l’exposant critique de
Sobolev. Dans [17], on se donne un domaine €2 de R" avec le n >
3. On considere le probleme d’existence d'une fonction u satisfaisant
I’équation elliptique non-linéaire suivante

—div(p(x)Vu) =u? '+ I dans Q,
(Pr)o u>0 dans (2,
u=0 sur O0f),

est

ol p est un poids positif donné dans p € H(Q) N C(Q), ¢
I'exposant critique pour I'injection de Sobolev H}(Q) C q(Q) et )\ est
un parametre réel

On pose p, = ming p(x). On suppose que
P~ (p) NQ# 0,
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soit @ € p~!(p,) N Q. On écrit dans un voisinage de a, p(z) = p, +
Belz — a|® + |x — a|*0(x), avec k > 0, B > 0 et 6(x) tend vers 0 quand
x tend vers a.

Notons A4 la premiere valeur propre de lopérateur div(p(x)V.) dans
() avec une donnée au bord de type Dirichlet .

Le parametre k joue un role essentiel dans I’étude de ce probleme. En
fait, le cas k > 2 est traité selon une procédure classique. Cependant
le cas 0 < k£ < 2 est moins facilement accessible. Nous 1’étudierons
différemment. Le premier résultat de ce papier est le suivant

Théoréme 5. On suppose que p € H(Q)NC(Q) vérifie les hypothéses
citées plus haut. On a

1)Sin >4 et k > 2, alors pour tout A\ €]0, \{IV[ il existe une solution
de (P1),,.

2)Sin >4 et k=2, alors il existe une constante 3(n) = "= QH"(;L)H)@
tel que pour tout X €)y(n), \{*[ il existe une solution de (P1),.

3)Sin =3 et k> 2, alors il existe une constante (k) > 0 tel que pour
tout X €ly(k), A\{"*[ le probléeme (P1), admet une solution.

4)Sin > 3,0 < k <2 etp vérifie les conditions ci-dessus alors il
existe \* € [Bk";,)\fi"[, ot By = Brmin[(diamQ)*~2,1], tel que pour
tout X €]JN*, X4V[, le probléeme (P1), admet une solution.

5)Sin >3 et k>0, alors pour tout A < 0 le probléme (P1), n’a pas
de solution minimisante.

6)Sin >3 et k>0, alors le probléme (P1), n’admet pas de solution
pour tout A > N\,

Influence de la géometrie de la domaine : Dans le cas p = 1 et
A = 0, l'identité de Pohozaev montre que le probleme (P1)q n’admet
pas de solution pour un domaine étoilé. Cependant, Coron [C] a montré
I'exitence de solution concernant le probéeme (P1)q pour un domaine
avec un petit trou.

Dans le cas p # 1, on remarque, en utilisant I'identité de Pohozaev, que
pour A = 0 et pour p € H(Q) NC(Q) vérifiant Vp(x).(x —a) > 0 p.p.
sur €2, le probleme (P1), n’admet pas de solution pour un domaine
étoilé par rapport a a. On modifie alors la géométrie du domaine et on
obtient une solution dans ce dernier cas.

Soit © c RN, N > 3 un domaine borné régulier et étoilé par rapport
a a, et soit ¢ > 0. On étudie le probleme (P1), pour A = 0 avec
Q. =Q\ B(a,e).

On utilise un argument de degré topologique et la méthode utilisée
dans [1] et on montre le résultat suivant :



RESUME DES TRAVAUX 9

Théoréme 6. On suppose que p € H'Y(Q) N C(Q) admet un unique
point minimum dans ). Alors il existe £g > 0 tel que pour tout € < &g,
le probleme (P1),_ admet une solution.

Dans un récent travail, voir [19], on considere le probleme suivant

P) —div(p(r)Vu) = u* 1 + Ay, u>0 dans Q
A u=20 sur 0f2

oﬁQestundomaineborne’de]R” n>3,2"= %, AMeRetp: Q=R
une fonction positive dans H'(Q) N C(Q).

Soit V() = {u € Hy( / lu(x)|* dr = 1}, on définit

Q(u) = / p() ) P — A / ju(a) .

On considere Sy(p) = inf{@Qx(u) : w € V(Q)}. Soit A\; la premiere
valeur propre de lopérateur —div(p(z)-) dans HJ(2). On sait (voir
[17]) qu'il existe 0 < A* < Ay tels que pour A < A*, Sy(p) n’est pas
atteint et pour A > \*, Sy(p) est atteint. On suppose qu'il existe z €
vérifiant

p(z) < igfp—kc\x —z|* Vze B(z,r)

avec ¢ > 0, r > 0et a > 0. Lorsque n > 4 et a > 2 on a \* =0, par
contre sin = 3 ou 0 < o < 2 la situation est plus compliquée voir [17].
Dans ce papier, on s’intéresse au cas ou n > 4 et a > 2 voir [19] pour
les autres cas).

Pour distinguer des solutions différentes, on utilise la fonction dite
"barycentre” 3 : V() — R" définie par

B(u) = / v lu@)Pde Vue V(Q).
Q
Les résultats principaux de ce travail sont les suivants :

Théoreme 7. Soit 2 un domaine borné de R", n > 4. On suppose
qu’il existe T € Q et un ouvert A CR" tels que T € A et si QNOA #

on a inf p > 1nfp Alors, il existe Ay €]0,\] tel que, pour tout
QnoA

A €]0, M, le probleme (Py) admet au moins une solution uya qui

vérifie 3 < A ) € A et Q) <W—A> = S\(p, A).

llux,all 2 lux,all 2+

Corollaire 1. On suppose qu’il existe k ouverts disjoints dans R™,
Ay, .., Ag, et k points Ty, ..., Ty in Q vérifiant les mmes conditions
que A et T du Théoréme 7. Alors, il existe A €]0,\1] tel que, pour
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tout X €]0, X[, le probléeme (Py) admet au moins k solutions distinctes
Ux Ays - - -5 Un A, VETIflant, pouri=1,...,k, 3 <|u#> €A et

fa oo
Q (m#) = Sx(p, As).

Hu)\,Ai HLQ*

Théoreme 8. Soit Q) un ouvert borné dans R™, n > 4. On suppose
qu’il existe un ouvert A dans R"™ et un fermé K C QN A telles que,
pour tout T € K, vérifiant les conditions du Théoréme 21 pour des
constantes convenables ¢ > 0, r >0 et a > 2 (c,r, a0 sont indpendentes
de x). Alors, il existe X > 0 tel que, pour tout A €]0, [, le probleme
(Py) admet au moins cat s KK solutions distinctes, o catsK représente
la catégorie (de Ljusternik-Schnirelman) de K dans A.

De plus, lorsque X tend vers 0, chaque solution se concentre en un
point minimum de p.

3. APPLICATIONS HARMONIQUES-CRISTAUX LIQUIDES: [4], [5], [7]
ET [13]

Cette section est consacrée a I'étude de quelques problemes liés aux
applications harmoniques et des cristaux liquides nématiques voir par
exemple [DeG]|. Je commence par décrire brievement l'origine physique
du probleme. L’état du cristal contenu dans un domaine  de R?
est décrit par une application u : 2 — R? avec la contrainte |u| =
1. Pour tout z € Q, u(z) représente alors 'orientation moyenne
des molécules. Les configurations d’un tel materiau sont modélisées
par des applications u appartenant & 'ensemble H'(Q,S5?%) = {u €
HY(Q,R?) ; Ju(z)]=1 pp.}. Lénergie associée a 'état u a pour
expression

Bu) = /Q (s (divn)? + o (.m0t ()2 + ks A ul?)da,

ou ki, ko et k3 sont des constantes positives dépendant du type du
cristal, de sa température,...

Lorsque k1 = ko = k3 = 1, et lorsque u est prescrite sur le bord de €2
alors, F(u) devient I’énergie de Dirichlet suivante

E(u):/Q|Vu|2dx+g(u).

ou g(u) est un terme qui ne dépend que de la trace de u sur le bord
du domaine. Les points critiques de cette fonctionnelle sur H!(Q, S?)

correspondent aux applications harmoniques a valeurs dans la sphere
S2.
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3.1. Probléme de minimisation sur W1(B? S!). Soit D le disque
unité de R? et S! le cercle unité de R?. On se donne une donnée au bord
¢St — St dans C%* avec a > 0. On considere les deux problémes

e minimisation de l'énergie uldx dans chacun des ensembles
d t de Vuldx d h d bl
D

Ul)={ueW"(D,S") ; u=¢ sur 0D},
et
Ureg() = {u € CHD,SHYNW'YD,SY) ; u=¢ sur OD}.
On définit alors

= inf /|Vu|dm
u€eU(p

et
Ereg(p) = inf /|Vu|d:v.
D

u€EUreg ()

On remarque que si le degré topologique de ¢ est non nul, alors Uy, (¢) =
0 et E..q(p) = oo. Lorsque le degré de ¢ est nul, alors il n’y a pas
d’obstruction topologique a étendre ¢ a D, et a avoir E(p) = Eyey(¢).
En dimension 3, Hardt et Lin voir [HL] ont exhibé une donnée au bord
@ qui réalise le phénomene de ”"gap” suivant

inf \Vul*dz < inf / |Vul*dz.
ue HY (B3 5%, /b2 ue CY(B3 5%, Jp2
u=@ sur 0D u=@ sur 0D

Une estimation précise de ce phénomene a été donnée par Brezis voir
[B2]. Avec F.Demengel voir [4], d’abord nous avons mis en evidence
un phénomene de "gap” pour les infima ci-dessus. Ensuite, pour v =
(u1,us2) dans U(p), on introduit par analogie avec [BCL] le champ de
vecteurs

H(u) = (u A ug, u Aug) = (U, — Ugly g, Urllay — Ul y).

Définition 2. Soit ¢ : S' — S! une donnée au bord de degré 0. Soit
u € U(yp), on définit

L(”)_%vsﬁlil( /H ).rot(C) + H(gp)/\n).

ou n est un vecteur unitaire normal extérieur au bord.

La fonctionnelle L(u) est liée au longueur de la connexion minimale,
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voir [14] . Lorsque de plus u est réguliere sauf en un nombre fini de
points , on montre que

L(u) = igf F_ dist(ps, No(i)),

ou {p1,....,pr} (resp.{ny,...,ng}) sont les singularités de degré positif
(resp. négatif), l'infimum étant pris sur toutes les permutations o
de l'ensemble {1,...,k}. On montre également que L est continue sur
U(¢). On peut résumer les résultats de ce paragraphe dans le théoreme
suivant:

Théoréme 9. 1) Pour tout €, il existe une donnée au bord ¢ de degré
0 telle que
E(p) < 4me+2e <4m —2e < E.4(p).
2) Soit u dans U(p). Alors il existe une suite (u,) appartenant a
Useg() tels que
U, — u dans L',
et

lim \Vun|dx = / |Vuldr + 2 L(u).
D

n—oo

3) On a

inf (/ |Vu|dx+27rL(u)> = inf /|Vu|d:v.
uEU(go) D UGUreg(QO) D

4) Lorsque p(x) = x, alors u(x) = fa est un minimiseur du E(p).
3.2. Probleme de minimisation avec énergie relaxée en dimen-
sion 3. Dans [7], on considere Q la boule unité de R3. Tl est clair que
pour ¢ € H'(S?%,5?), la fonction (%) est dans H'(Q, 5?), et donc

x
min V(u—9(-=))|?
i Vo)
On suppose que le degré topologique de v est non nul. Par conséquent,
la fonction w(%) ne peut étre approchée dans H! par des applications

régulieres. On a alors

inf /yvu— |—))|>0

uecl(Q 52)

Dans [7], en collaboration avec F.Zhou, on étudie ce probléme de min-
imisation. On note que lorsque ¥ = Id, le méme probleme a été étudié
par Bethuel et Brezis voir [BB|. Pour u dans H'(Q, S?) on introduit
le champ de vecteurs initialement défini par Brezis-Coron-Lieb voir
BCL,

D(u) = (wtty AUy, wtly A Uy, Uiy A Uy).
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On considere
1 _
Lw) = -sup{ [ D@6 T Ry [VC]m £ 10=0 s 09)
Q

Notons que L(u) a un sens pour u dans H'({,S5?) et que si u est
réguliere sauf en nombre fini de points L(u) coincide avec la longueur
de la connection minimale entre les singularités voir [BCL]. L’énergie
relaxée associée a notre probleme est alors

F(u) = E(u— (l |))—|—87rL( u).

Notre résultat principal s’énonce comme suit:

Théoréme 10. 1) L’infimum « n’est pas atteint.

2) Toute suite minimisante converge dans H' vers une une fonction de
la forme go(%) ot @ est une application régulicre de S* a valeurs dans
S2 de degré 0.

3) On a

inf{ £ (u — ( ));u € CH(, 5%} = min{F(u);u € H'(Q, 5?)}.

|z
La démonstration de ce théoreme repose sur la construction d’une fonc-
tion dipole adaptée a notre probleme . Le principe est le suivant: soient
u, f deux fonctions régulieres dans H'(£2, 5?) telle que u n’est pas con-
stante. Soit xy un point de Q tel que Vu(zg) # 0, alors pour tout
p > 0, on construit une fonction v dans H'(Q, S?) vérifiant

i) v = u en dehors de la boule B(zg, p),

ii) v est lipschitzienne sauf en deux points p et n appartenant a B(xg, p),
avec deg(u,p) = 1 et deg(u,n) = —1.

iii) E(v— f) < E(u— f) + 8x|p — n|.

3.3. Régularité d’applications minimisantes a valeurs dans la
sphere S2. Soit 2 la boule unité de R®. On pose H'(£2, 5?) 'ensemble
des fonctions v € H'(Q,R?) telle que u(x) € S? p.p. S? désigne la
sphere unité de R3. Pour A > 0 et f € L?(Q,5?%), on pose

Fi(u, f) = /|Vu|2+)\/|u—f|2

Les points critiques de F)\( ., f) satisfont I’équation d’Euler-Lagrange
suivante
(Exy) —Au=u |[Vu> + A\[f— < u, f > ul.

Dans le cas ou f est une constante cette équation n’est autre que
I’équation elliptique de Landau-Lifshitz sans valeurs au bord. Il est
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facile de voir que F est semi-continue sur H*(£2, S?) pour la topologie
faible, et par conséquent I'infimum
wertith g P

est atteint par une certaine fonction wy vérifiant (E) ). Dans ce
paragraghe, je m’intéresse a la régularité des solutions uy.Rappelons
que dans [BB], Bethuel et Brezis ont montré qu’il existe une fonction
réguliere f & valeurs dans R? telle que uy(f) = uy est singuliere dans
2. Notons qu’il est connu voir [SU1], [SU2] que uy est réguliere sauf
en un nombre fini de points. La régularité de solutions minimisantes
a valeurs dans S? et d’autres résultats proches ont été étudiés par
plusieurs auteurs voir [BB], [B1], [B2], [BBC]|, [HKL] et [HL].

Dans un premier travail en collaboration avec F.Zhou voir [5], on
considere le méme probleme, on obtient I'existence de A; > 0 tel que
pour tout A > \;, pour toute fonction f dans H'(£,5?) qui n’est pas
limite de fonctions régulieres, toute solution uy est singuliere dans €.
D’autre part, sous certaines conditions sur f € H(Q, S?), & savoir que

/ f # 0 et que I'image par f d’une petite couronne incluant le bord est
Q

inclus dans une seule hémisphere. On montre alors, que pour A assez
petit uy est réguliere dans 2. Les grandes lignes de la démonstration
de ce résultat sont les suivants : on commence par établir une inégalité
de Holder inverse, ensuite on trouve une formule de monotonie adaptée
a notre probleme, et on conclut en utilisant le théoreme d’e-régularité.

Dans [13], écrit en collaboration avec P.Courilleau et S.Dumont, on
montre que ces dernieres conditions sur f ne sont pas nécessaires. Nous
montrons le résultat général suivant :

Théoréme 11. Soit f une fonction mesurable a valeurs dans S?, on a
pour tout 0 < \ < %, toute solution minimisante du probléme ci-dessus
est réguliere dans 2.

La stratégie est la suivante: en utilisant une fonction test approppriée
et [5], on montre que si A < A, alors u, n’a pas de singularités prés
du bord. Ensuite, on utilise une formule de monotonie établie dans
[5] pour montrer que pour tout compact de € u, est réguliere pour A
suffisament petit.

On étudie également le probleme du point de vue numérique. On utilise
une méthode initialement développée par F.Alouges voir [Al] pour le
probléme min,, ¢ H}, (9,52) Jo [IVu(x)|? dx. Les principales difficultés pour
trouver
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numériquement une solution minimisante sont d’une part, la contrainte
lu(z)| = 1 a.e. n’est pas convexe, d’autre part, on ne sait pas si les
solutions uy sont régulieres et uniques.
L’algorithme itératif utilisé fait décroitre I’énergie a chaque étape, plus
précisement, on considere le probléeme de minimisation: mingeg, Fi(u—
w)ou K, ={we H'(QR?) ; w(x)ulz)=0 pp}. Enrésumé la
méthode consiste a:

1. Choisir d’'une maniere aléatoire uy.

2. Le choix de v,:

2.1 Trouver w,, solution du dernier probleme telle que u = u,,

2.2 On pose up+1(x) = %
On montre alors que cet algorithme converge, (voir [13]).

4. LA FONCTIONNELLE DE GINZBURG-LANDAU: [6], [8], [9], [10],
11, [12], 18], [20], ET [23)

4.1. Motivation physique et analyse asymptotique. Les résultats
présentés ici ont une motivation physique voir par exrmple [DeG].
Un supraconducteur est un matériau dont la résistivité électrique de-
vient presque nulle en dessous d'une certaine température critique T..
Lorsqu’'un supraconducteur de type II est placé a une température
T < T., dans un champ magnétique H, apparait un phénomene de
transition de phase. Plus précisément on constate la coexistence de
deux phases, dans des tubes de petits diametre appelés tubes de vor-
ticité, la densité des électrons supraconducteurs est presque nulle, c’est
I’état normal. Le reste est a ’état supraconducteur. On constate aussi
que lorsque H est assez grand, le nombre de vorticité est proportionnel
a H.

On rencontre les mémes phénomenes quand on étudie des superflu-

ides tel que I'hélium II. Pour plus de détails on pourra voir les ouvrages
DeC], (D).
La modélisation de ces problemes est fourni par Ginzburg-Landau (1950)
voir [GL]. Les résultats obtenus concernent des domaines a géométrie
cylindrique infini. L’étude se ramene a un domaine de dimension 2. Si
on ne tient pas compte du champ magnétique, 1’énergie de Ginzburg-
Landau est

1 1
E(u) = / PIVul +og / p(1— | u P2

Donc du point de vue de la physique cette énergie présente un probleme
modele. Ici, 'inconnue u, souvent notée v par les physiciens, est une
fonction complexe. En supraconductivité, | 1 |* est proportionnelle &
la densité des électrons supraconducteurs, si | 1 | est proche de 1 on
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parle d’état supraconducteur et I’état normal correspond a | 1 | pres
de 0. Si l'on écrit ¥ =| 9 | €' ou S est a valeurs réelle, alors V.S est
proportionnel a la vitesse des supercourants.

Le parametre € noté souvent ¢ a I'homogénéité d'une longueur, il
dépend du matériau et de sa température. Lorsque T < T, et assez
loin de T,, ¢ est extremement petit, de 'ordre de quelques centaines
d’Angstroms. Il est donc naturel d’étudier I’analyse asymptotique du
probleme lorsque ¢ tend vers 0. Notons que € = 0 n’a pas de significa-
tion physique.

La présence du poids non constant p modélise le méme probleme soit
lorsqu’on demande aux vorticités de se placer dans certains endroits du
domaine voir [DGJ: C’est le phénomene de ”pinning”, soit lorsque 1'on
introduit des impuretés dans le materiau voir [Ru]. On verra plus loin
que les vorticités vont se placer pres des minima de p.

Le cadre mathématique rigoureux des résultats asymptotiques pour ces
problemes lorsque le poids p est constant a été développé par Bethuel-
Brezis et Hélein [BBH1,2].

Soit G un domaine régulier de R?. On se donne une fonction p régulicre,
positive de G & valeurs dans R. Soit ¢ € C®(9G,S') une donnée
au bord, telle que deg(g,0G) = d > 0, je consideére le probleme de
minimisation suivant

min _ F.(u)
ueH(G,C)

ou F. est la fonctionnelle de Ginzburg-Landau
1 1
E.(u) = - 2, L 1— 212
=5 [ p1Vul+3z [ p-1uP)

H,(G,C)={ue H'(G,C);u=gon dG}.

Ce probleme est une forme généralisée de celui introduit par Bethuel,
Brezis et Hélein [BBH1,2]. Ces auteurs ont montré que, en particulier,
si le domaine G est étoilé et si p = 1, alors il existe une sous-suite
€n, exactement d singularités aq, ..., a; dans G et une application har-
monique réguliere u, dans G \ {ay,...,aq} tels que u., — wu, quand
en tend vers 0 dans CL%(G \ {ay, ..., aq}) pour tout 0 < a < 1. De
plus, (ai, ..., ag) minimise une certaine fonctionnelle W appelée énergie
renormalisée. Pour ¢, < gy dependant uniquement de g et G, u.,
possede exactement d zéros z7", ..., z5". Ces résultas ont été généralisés
pour un domaine arbitraire par [dPF].

Lorsque p est non constant, la situation est completement différente.

On découvre que les minima de p jouent un role important. En fait, on

et
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rencontre deux difficultés. La premiere vient du fait que, dans le cas ou
le nombre des minima de p est supérieur au degré d, les degrés autour
des zéros de u. sont plus grands que 1. La seconde est que en général
voir théoreme 8 et 13, les zéros de u. peuvent etre tres pres du bord.
En fait, le bord joue le role de miroir, c’est a dire, on pourra voir un
zéro s’approchant du bord comme deux zéros situés symétriquement
par rapport a ce dernier. On doit alors tenir compte d’une part des
intéractions entre des zéros approchant une méme limite et d’autre
part, des zéros prés du bord.

4.2. Les résultats de convergences. On commence par quelques
notations et définitions. On pose

po = min p(x)
zeG

et
A ={z € Gip(x) = po} ; Ae = {x € Gip(x) = po}-
On va supposer dans tout ce qui suit que pour tout a € Ay , il existe
un entier k, > 1 et une constante C'(a) > 0 tel que

p(z) —po = C(a)lz — al* + o(|z — a*)

o(|z—al*e)

o—alFa — 0 lorsque x —

ott o(|z — al*=) est une quantité vérifiant
a.

Soit (u.,) une suite de solutions minimisantes de E., (u.,), alors on
définit une collection de mauvais disques comme dans [BBH2|: quitte
a extraire une sous-suite, pour n assez grand, il existe a > 0 et N
disques B(z5", azg,) tels que {z € G;|u.,(z)| < i} C UB(zf", az,),
|zi" — 25"| > daey, for i # j. On pose a; la limite de 27"

Je commence par deux lemmes faciles et importants qui vont nous
donner une idée concernant la localisation des singularités du probleme
limite (voir [8], et [9]).

Lemme 1. i) Pour tout o > 0 assez petit, il existe une constante
C =C(o,p,g) telle que

1
Ee(ue) < md(po + 0)log_ + C.

ii) Si on suppose que deg(u.,,0B(a;,p)) =d; # 0, alors a;j € Ay.

Dans le cas ou le nombre des minima de p est assez grand, on peut
préciser ce résultat par:
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Lemme 2. Supposons que cardAy > d, on a alors
1
E.(u.) < deologg +C.

Dans ce cas, on localise les singularités du probleme limite comme
dans [BBH2| avec le renseignement supplémentaire suivant, ces singu-
larités sont des minima de p. Le cas le plus intéressant est lorsque
cardAy < d, ce cas a été étudié dans [11] et [12] en collaboration avec
A .Beaulieu.

Posons
K = {k’a, a € A1}7 K2 = {k’a, a € AQ}, K = {k’a, a € Al\AQ},

lQ = CCLTdAQ,

k=maxK, A={a€ A \Ay suchthat k,=k},

ko, = k; for all i,

2 _

a=0% a
o 24 — d
Ai: Zk‘_ ! Z:lgl,. ,m

On definit
F(d, K) = min{0%, 8 Y 2 >l (dy, o dy) € NT

—’T'L*lg}

tel que Z?:l dz = d, (kl, cery /{512) S (KQ)ZQ, (l{?12+1, ooy kn) e K

Notons que dans le cas ou Iy = 0, (réciproquement le cas ou n = ly >

- . . lo di—d; ‘o
0) on utilise la convention suivante ) 2, -— = 0 (réciproquement

ki
2d2—d;
Z?ZZQ—‘—:[ Zk—,bl = 0)

Notre résultat principal concernant la convergence des suites minimisantes
s’énonce comme suit, :

s s . . L . 1o/~
Théoréme 12. Soit u., une suite minimisante qui converge dans C; 5 (G\

{ai, ..., an}) vers une limite ug. Soit (dy,...,dy,) € N™, tels quey ;*, d; =
d les degrés associés a (ay, ..., ay,). Alors

A2 C {al, ...,CLm}.

Notons que (ay,...,a,,) € A2, (ag,41,...;am) € (A \ Ag)™ 2 et les
exposants kg, ..., kq, associés auxr points ay,...,0m. On a ay,...,an
réalisent F(d, K).

m

On en déduit le Corollaire suivant:
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Corollaire 2. Supposons que
CardAy + CardA > d
alors
m=d, Ay C{al,..,aq} CAyUA, and deg(ug, a;) = 1.

La démonstration du Théoréme 4.3 voir [11] fait intervenir, ’estimation
suivante de 1’énergie.

Théoreme 13. [l existe une sous-suite (€,) tendant vers 0 et une
constante C' > 0 dépendant uniquement de g telles que

1 1
|E., (ue,) — mdpglog — — mpo F(d, K)loglog —| < C.
En En

Le résultat suivant voir [11], nous précise la position des centres des
mauvais disques qui sont des petits disques dans les quels | u. | est
assez petit. On a

Théoréme 14. Les points a; € Ay \ Ay étant donnés par le Théoréme
8, 7 =1+ 1,....m, soit x° le centre d’un mauvais disque tendant
vers a; quand €, tend vers 0. Alors, quitte a extraire une sous-suite
notée encore (€,)n, on a |xn — a;|* logé et dist™i(z°",0Q) logi
tend vers des constantes positives quand &, tend vers 0. De plus, il
existe exactement d mauvais disques B(xi", aey,) et pouri # k, | a5™ —
xy" |kai log i tendent vers une constante positive.

4.3. L’énergie renormalisée. Le but de cette section est de localiser
les singularités du probleme limite. On pose | = d — [y, on réécrit
les singularités comme suit (aq,...,q;) € A et (G141, ... aq) € A2, la
fonction ug est définie par

up(2) = ( )2(

Z — ay Z2—ap 9, 2 — Q41 Z — Qg

—_— )ele)
2=l Clz—al” g —an]’ ]z —ad
ol
—div(pVe) = Vp.(2VO, + ... + 2V, + VO, 1 + ... + VO;) dans G
¢ =¢y sur OG
et les fonctions 6; sont définies par
i0; _ ~ 45

= |z—aj-| pour z€ G\ {q;}
j

avec

vo,= (-2 I

Temal gl BT
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et ¢g est définie par

ei¢°(2):(|’2_a1| 2 2 —ail\o |2 — a1 ' |2 — aq|

)9(2)

z—ay Tz —aq 2—ai1 2 —ag
on 0G \ {ay,...,a;}.

Remarque. Lorsque a € 0G, la fonction (ﬁ)2 est réguliere au
point a dans la direction tangentielle.

Pour localiser les points ay, ...,a; dans A, on définit comme dans
[BBH2] une fonctionnelle appelée énergie renormalisée W (@, d, g, p) as-
sociée & une configuration donnée @ = (a@y, ..., ay) constituée de points
distincts dans G, @y, ..., @, sont dans G et @41, ..., G, appartiennent &
G, avec des degrés respectifs d = (dy, ..., dy) € ZF tel que Zle d; =d
. On pose:

W(E, av g,p) = 27 Z?:l Zleﬂ';ﬁj didjp(ai)log|ai - aj|
-n Z?:h—&—l Zf:l,i;éj did;p(a;)log |a; — a;| — = Z” d;R(a;, a;),
ou la fonction R(x,a;) for j =1,..., h est definie par (avec p(@;) = po)

div(%VR) = —2p0div(%V10g |z —a;|) dans G

NE

= (1—%)+§% sur 0G,

SRl

avec la condition de normalisation / (9%g-)R = —2pyg / (9xg.)log |x—
oG oG

@;|. La fonction R existe et est réguliere dans G. En effet, on peut mon-
trer que

.1 _ po, . 10¢
—2p /le —Vlog |x — @, :/ 1—=)+-—.
o [ divTiosle -z = [ (1= 22
La régularité de R est une conséquence du fait que vi.v log |x—a;| soit
dans L*(G), pour 1 < s < 2, ceci implique que R est dans Wha(G) N
C°(G) pour un certain ¢ > 2.

Le premier résultat principal de cette section est le suivant
voir [11] :

Théoreme 15. On pose l =d — [y et

Ao ={aiy1, ., aa}-
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Alors la configuration (aq, ..., a;) € N minimise
— — _ — ™ l —_
Wy(@,....@) = W(ar, ..., ar, a1, -..aq, (1, ..., 1)ag,p)+zpo Zlog(C(ai)).
i=1

Notre second résultat concerne la position des centres des mauvais
disques, il nous donne une estimation précise de I'énergie

Théoréme 16. 1) Soit x5" le centre du mauvais disque associé a aj,
7=1,..,0. Ona

T 1
25— a; [Flog — — — 20
j j g

€n C(Clj)E’

-k 1 Po
dist*(z5, 0G) log — — —.
( ! ) s En C(CL])]C
2) 1l eziste une fonction X (¢) qui tend vers 0 quand € tend vers 0 telle
que

E.(u.) = mdpolog L 4+ ™2(d — ) loglog 1 + Y T log % + pody+

Tl o+ W(an, o0, (1,0, 1), 9,9) + X (&),

Finalement, on se place dans le cas le plus général, et on donne les
résultats généraux concernant la localisation des singularités (aq, ..., a,,) €
Q" On estime également I’énergie E.(u.). On note pour i = 1,...,1 et
pour (nla X 77d1) (R2)di

H(’I’h,. -5 1d; _ﬂ-zlog‘n |
J

et pouri=1+1,....,met (9, .. ,nd) € (R%)%

Hi(n1, ooy T, —wzlog +7T210g

ik —Uk‘

ol
R2 = {(z1,72) € R*, 25 > 0}
et 7, = r(nk), r est la réflection par rapport a 'axe {(z1,12) € R? 2o =

0}.
Rappelons que (voir [AS2]) pour i = 1,...,1, (wji, ..., w;q,) réalise le
minimum sur R? de la fonction

d;
Gz’("]b "'77]d¢) = Hi(nla "'777di) + ﬂ-Caz‘ Z ’ U |2 .

=1

Nous montrons dans [12]
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Théoréme 17. 1) La configuration (ay, ..., a,,) minimise dans
AL x (Ay\ Ao)™ ! la fonction
W(b) = We(b,dy, ..., dm, g,p) + min ZHZ

d.
{m:Cr,; 2255 Ins1P=poAi} =1

2) Il existe une fonction X (g) qui tend vers 0 quand € tend vers 0 telle
que

E.(u.) = mdpolog * + mpoF(d)(loglog £ + 1) + minyg . (A \ag)m—t W
+dpoy + X (€).

4.4. Positions des zéros. Cette section est consacrée a l’estimation
de la vitesse de convergence des zéros de u., vers leur limites voir [12].
Dans le cas ou p = 1, et si (ay,...aq) est un point critique nondégénéré
de 'energie renormalisée, Comte et Mironescu voir [CM] ont estimé la
vitesse de convergence du zéro x;" vers a;.

Pour simplifier la présentation, on prend k; = 2. On pose

1
Unzl 1
2 L
0g2 _-

En

xij — Q;

wil = . Wij eliglo Wi and Ys; a; + opwi;.

Les résultats principaux de cette section concernent des estimations
de la distance entre z;; et a; d’'une part, et d’autre part, entre z;; et
yi;- On trouve, en particulier, dans le casou d; = 1,7 = 1,...,[, p est
nondégénéré, une vitesse de convergence supérieure a celle dans le cas
p = 1. On remarque aussi que dans ce dernier cas il n’est pas nécessaire
de supposer que la configuration soit un point critique nondégénéré
de I’énergie renormalisée pour donner une estimation de la vitesse de
convergence entre x; et a;. Plus précisément, on montre dans le cas ou
les singularités sont a l'intérieur les résultats suivants voir [12] :

Théoreme 18. Soiti=1,...,1. Sid; =1, on a

S ol

3

a7~ ai|= O )

1
€

D=

log

3

N

Sid; > 1 et sila configuration (wii, ..., wiq,) réalise un minimum nondégénéré
pour G;, alors

1

3
51

En

|25 =i 1= 0(1

1
log log 5—)

0g
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Dans le cas ol les singularités sont sur le bord, on a les estimations
suivantes:

Théoreme 19. Pouri =1+ 1,....,m on suppose que localement, dans
un voisinage de a;, G est le demi-plan R%. Alors, la configuration
(Wit ..., wig;) Téalise le minimum de G; sur (R%)%. Si ce minimum est
nondégénére, alors

a5 =y |= O(—s—logh(log —)).
0gs - En
4.5. Problemes quasi-linéaire de Ginzburg-Landau. Ce travail
est fait en collaboration avec Carmen Perugia. Soit G un domaine
régulier de R2. Soit ¢ € C*(9G, S') une donnée au bord, telle que
deg(g,0G) = d > 0, soient k > 1 et [ > 1, on considére le probleme de
minimisation suivant

min _ F.(u)
ueH(G,C)

ou
1 1
E.(u) = —/<1+ o ) | VP +—2/<1— w2
2 G 46 G

Le but est d’étudier le probleme limite lorsque € tend vers 0. On sait
que d’une part, les singularités des solutions minimisantes ont tendence
a se localiser prés des minima du poids p = 1+ | z [¥| u |', d’autre part,
| u | va tendre vers 1 dans L?... lorsque ¢ tend vers 0. Le probleme
est donc de localiser les singularités et de donner le comportement de
I’énergie associée a ce probleme. Nous montrons que les cas £k = 0 et
k # 0 sont tres différents. Dans le deuxieme cas, comme dans [8; 9, 11,
12 ] voir ma liste de publications, on montre que la seule singularité
est 0. Pour le premier, la présence de | u | joue un role important.

4.6. Minimisation d’un type d’équation de Ginzburg-Landau
avec un potentiel ayant un zéro d’ordre infini. Dans un tra-
vail récent avec I.Shafrir voir [18], nous avons considéré I’équation de
Ginzburg-Landau avec un potentiel J ayant un zéro d’ordre infini. Un
exemple significatif pour notre cas est lorsque J est de la forme

Je(t) =exp(—=1/t*) et t>0, and Ji(t)=0for ¢<0,

avec k > 0. On note que le cas classique de Ginzburg-Landau corre-
spond a j(t) = t*, k > 1 un entier. Le but est I'étude asymptotique
des solutions minimisantes de la fonctionnelle ,
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1 2 1 2
E.(u) = 2/G|Vu| dx+452/GJ(l |ul?)dx
définie pour
ueHgl(G,C) ={ue HY(G,C)t.qq u=g dans OG}.

ol G est un domaine de R? et g est une donnée au bord de degré d > 0.

On montre que 'énergie de Ginzburg-Landau est ”beaucoup plus
petite” que dans le cas de I'énergie habituelle. La différence principale
avec celle-ci est que dans notre cas, la présence du zéro d’ordre infini
fait beaucoup diminuer 1’énergie d'une vorticité. On donne la valeur
de I’énergie explicitement:

1 1
2 log(2) — I(log(2))
avec I(R) = o(R) quand R tend vers l'infini.
On note que le cas classique de Ginzburg-Landau donne pour chaque
vorticité, une énergie égale a 27 log(%).

On montre plus précisément

Théoreme 20. Pour chaque € > 0, soit u. une solution minimisante
de la fonctionnelle E.. On suppose que J vérifie :

(Hy) J(0O)=0, J(t) >0, Vt € R.

(Hy) J'(t) > 0 dans (0,1).

(Hs) J'(t)(t) > 0Vt € R.

(Hy) Il existe ng > 0 tel que J"(t) > 0 dans (0,np).

On a alors

(i) Pour une sous-suite €, — 00 on a

220y i (G {ar, oy aa)),

|z—aj!

_ ipyyd
Us, — Uy = € szl(

ol ay,...,aq sont des points distincts de G et ¢ est une application
harmonique déterminée par u, = g on 0G.
(ii)Posons pour R > 1

wR =3 [ ioF

/R2 t

1 1
La réponse au “probleme réciproque ” est positive, comme le montre
le théoreme suivant :
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Théoréme 21. On suppose que h € C?[0,00) satisfait
B'(t) >0, '(t) <0  pourt>T > 0.

Alors , il eziste une fonctionnelle J vérifiant (H1) — (H4), tel que
le développement asymptotique des solutions minimisantes de E. sur
H;(G, C), pour une donnée au bord g de degré d > 0, est donné par

E.(u.) = 27rd(log§ — h(log é)) +O(1).

5. ANALYSE DANS UN MULTI-DOMAINE : [15], [21] ET [22]

5.1. Un probleme de Ginzburg-Landau dans un domaine oscil-
lant. Ce travail est fait en collaboration avec A.Gaudeillo et C.Picard.
Soient a, by, by, o, 3 appartenant a |0, oo[ tels que 0 < a < # < a. On
introduit le domaine R? suivant:

Q :]O,CL[X] — bl,bg[,

O~ =]0,a[x] — b1,0[,  QF =]0, a[x]0, b,

% =0, a[x{0},

Q= 0~ U (U] (Mo 14%) x (0.5,]) he N,
Qf =0tNQ, heN.

Ce genre de domaine a été utilisé par Brizzi-Chalot pour des problemes
d’homogéinésation, on rappelle que (voir [BriCh])

08—«

Xor = 0= faible x dans (L™(21))?,

a
et
Xa,ne — 0 faible x dans L*(X),

lorsque h tend vers l'infini.
Le but de ce paragraphe est d’étudier le comportement asymptotique
lorsque h tend vers l'infini du probleme limite suivant:

—Auy, — up + upPup, = f dans  Q,
Dup-v =0 sur 0§y,

ou f = (f1, f2) est une fonction donnée dans (L?(Q2))? et v le vecteur
normal extérieur a 0€2,. Il est facile de constater que ce probleme
admet une solution wu; au sens faible. On l'obtient en minimisant la
fonctionnelle

E(u) = /Q | Du|* + %(1 — [v|*)? = fudx
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définie sur (H'(Q))?. La solution wuy, vérifie 'équation variationnelle
suivante:
{ Jo, DunDv — upv + |upPupvde = [ fode Vo € (H'(Q))?
) @
w = () € (H (€))7
Nos résultats principaux sont décrit dans le théoreme suivant

Théoreme 22. On suppose que o« = a — (3. Soit uy, h appartient a
N, une solution du probléme ci-dessus, avec f dans H'(Q) N L>®(Q) et
soit 6 définie comme ci-dessus. Alors, pour tout entier h il existe une
extension linéaire P, € L(H' (1), H'(QT)), une suite de réels positifs
(hy.)x strictement croissante et une fonction u dans H'(Q)NL>(Q) tels
que

Py, up, — u  faiblement dans H'(QV),

up, — u  faiblement dans H'(Q7),

lorsque k tend vers linfini ou uw est une solution du probléeme suivant:

( 2
g?z —u+|ufu=f dans QF,

—Au —u+ [ulPu = fsurQ,

out __ ou~

omy 8_:(:2 sur E,
%:0 sur )0, a[x{bs},

| Du-v=0 sur 0Q \X.

De plus, ’énergie converge au sens suivant:

lim | Dup, |* — |up, |* + |up, |*dx
k—+o00 Qhk
0
= (9/ \—u 12— u* + |u|*dz +/ |Dul? — |ul? + |u|*dz.
o+ 0y Q-

La formulation variationnelle de ’équation vérifiée par uy est donnée
par

0 for 222 —wv + [uluvde + [, DuDv — wv + JuPuvde =

0 [ fvde + [, fvde Yve HY(Q),
we HY(Q) N L%(Q).

5.2. Analyse asymptotique dans un multi-domaine de solu-
tions minimisantes 4 valeurs dans S? : Le papier [20] est con-
sacré a I’étude d’un probleme stationnaire de type Landau-Lifshitz dans
un "multi-domaine” de R3. Ce modele décrit la densité du moment
magnétique (magnétisation) dans un milieu ferromagnétique. Le mo-
ment magnétique est principalement creé par des rotations des électrons.
Dans ce travail , le domaine spatial est occupé par un corps ferro-
magnétique. Notre domaine €2,, se compose de deux cylindres verticaux
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superposés : le premier est de hauteur une constante et de section r,w,
le second est d’épaisseur h,, et de section une constante w. Ici r, et h,
sont deux petits parametres convergeant vers zéro.

On considere le probleme de minimisation suivant :

min{/ |VV|2dx—>\/ |V —F?de:V e H(Q,R? IV(x)|=1}

ol F est donnée dans & H'(Q,,R3%). Dans [5] et [13] on a montré
que pour )\ assez grand et si F' n’est pas approchable dans H! par
des fonctions régulieres alors il existe Ao tel que pour tout A > Ag
toute solution V) du probleme de minimisation ci-dessus possede des
singularités. Le but de cet article est d’étudier V) lorsque r, et h,
tendent vers 0. On note que quand 7, et h,, tendent vers 0 le domaine
Q, tend vers la réunion d’une tige et d’'une plaque. Plus précisément,
la question est d’identifier le probleme limite et d’étudier la régularité
des solutions de ce dernier.

Par un changement de variable, on se ramene a un probleme dans
un domaine fixe Q@ = wx| —1,1].

On minimise alors la fonctionnelle suivante
2

1
jn = (Ua7 'Ub) c Vn — (T_D$/Ua7 ax?)va) — 2Uafgdl'+
Qa n
h 1 ?
- Dv®, —0,,0° || — 200 f2d
+r72l o ( xv7hn $3U> Ufn l‘,

sur I’ensemble
V, = {(v*,v") € H'(Q% 5% x H'(Q",5%) : v*(2',0) = v"(r,2’,0) for 2’ a.e. inw},
On pose

On suppose que

et
f% — f° faiblement dans L*(Q* R?), f2 — f? faiblement dans L*(Q°,R?).

Soient

1 1
j*:we HY(]0,1[, %) — |w|/ |0y, w| dazg — 2/ w (/ f“dx’) dxs,
0 0 w
1
j*: ¢ € HY(w, S?) — / | D¢ da’ — 2/g (/ fbdxg) dz’.
w w 0
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Le résultat pricipal de ce travail est le suivant

Théoréme 23. Pour tout entier n € N, soit u,, = (u®,u’) une solution

du probléme ci-dessus avec q €]0,+oo[. Alors , il existe une suite crois-
sante d’entiers {n;}ien, u® € {w € H'(Q*, S?) : w est independant de z'} ~
H(]0,1[,8?) et u® € {¢ € HY(QP,5?) : C est indépendant de w3} ~
HY(w, 8?) (u® et u® depend du choiz de la sous-suite ) tels que

ul — u® fortement dans H'(Q°, S?%), ul — u® fortement H'(Q, 5?),

N
Les fonctions u® et u® sont des solutions des problémes suivants

7%(u®) = min {j%(w) : w € H'(]0,1[, 5%},

7' (u’) = min {5°(¢) : ¢ € H'(w, $?)},
De plus,

1
— Dyu® — 0 fortement dans L*(Q*,R®),

n
1 ) b d 2 Qb 3
7Oty — 0 fortement dans L*(2°,R”).

On a aussi la convergence de l’énergie

lirrlnjn(un) = j%(u®) + qu(ub).

Nous obtenons un résultat analogue lorsque ¢ = 0 ou co. On montre
aussi que pour une classe de fonctions F' la solution du probléeme limite
est réguliere sur la tige et est singuliere sur la plaque.

6. QUELQUES TRAVAUX EN COURS, PROJETS

6.1. Problemes quasi-linéaires avec exposant critique de Sobolev.
Ce travail en cours de rédaction est fait en collaboration avec H.Yazidi.
Soit 2 un de R, n > 3. Soient k > 1 et [ > 1, on considere le probleme
de minimisation suivant

inf /(1+|x|k|u|l)|Vu|2+)\/|u|2
Q Q

lulg=1,uc H} ()

ouq= % est I'exposant critique de Sobolev.

Ce travail généralise les résultats de Brezis-Nirenberg, voir [BN] dans
le cas semi-linéaire. Nous montrons que si 0 < A < Ay, A\ est la
premiere valeur propre de —A, l'infimum ci-dessus est atteint. La
présence du poids 1+ | z |¥| u |' complique 1’étude, nous avons besoin
de résultats de régularité pour la limite faible d'une suite minimisante.

Nous utilisons des méthodes a la Ladyzhenskaya-Ural’tseva, voir [LUJ.
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6.2. Problemes avec exposant critique de Sobolev et avec poids.
Les travaux [17] et [19] ont donné lieu a de nombreuses questions ou-
vertes. Je cite par exemple la question suivante : Les solutions obtenues
dans le dernier Corollaire 1, du paragraphe 2.3. correspondent a k& min-
imiseurs globaux pour la fonctionnelle de 1’énergie du probleme. Il est
donc naturel de s’attendre a obtenir des solutions correspondantes a
des points critiques du poids, en utilisant par exemple le théoreme du
col d’Ambrosetti-Rabinowitz. On note que notre fonctionnelle ne sat-
isfait pas la condition de Palais Smaile en auccun niveau supérieur au
premier nivau d’énergie £ S 2. Cette question fait I'objet d'un travail
en cours en collaboration avec Passaseo, Molle et Yazidi.
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