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2.2. Problèmes avec un poids et avec l’exposant critique de Sobolev.

Chapitre 3. Applications harmoniques et cristaux liquides.
3.1 Problème de minimisation sur W 1,1(B2, S2).
3.2 Problème de minimisation avec énergie relaxée en dimension 3.
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4.5 Minimisation d’un type d’équation de Ginzburg-Landau avec un

potentiel ayant un zéro d’ordre infini.
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1. Introduction

Ce mémoire rassemble mes résultats mathématiques en analyse non
linéaire depuis le début de ma thèse sous la direction de M. Häım
Brezis. Mes domaines de recherche sont des équations faisant intervenir
l’exposant critique de Sobolev, des problèmes liés aux cristaux liquides
et aux applications harmoniques et des des problèmes concernant la
fonctionnelle de Ginzburg-Landau.

Les difficultés rencontrées proviennent soit de la non compacité, soit
du fait que l’on travaille dans des espaces de Sobolev à valeurs dans
des sphères. Dans le paragraphe 2, je considère des problèmes semi-
linéaires elliptiques faisant intervenir l’exposant critique de Sobolev
concernant le laplacien. Je considère également des problèmes liés au
bi-laplacien. Je montre l’existence de solutions en utilisant la topologie
du domaine, j’étudie leur comportement asymptotique en dimension 3,
je m’intéresse à une équation étudiée par Brezis-Nirenberg, pour laque-
lle je précise le signe du multiplicateur de Lagrange et je généralise ce
résultat au bi-laplacien, et à la fin, je m’intèresse à ce même genre
d’équations, mais avec un poids du côté de la partie linéaire. Le para-
graphe 3 est consacré à des problèmes de cristaux liquides. J’étudie
la minimisation de l’énergie relaxée en dimension 2 et 3, je m’intéresse
également à la régularité des solutions minimisantes à valeurs dans
la sphère en dimension 3. Ce dernier travail comporte une partie
théorique et une partie numérique. Dans, le paragraphe 4, j’expose mes
travaux sur l’équation de Ginzburg-Landau avec poids. Le problème de
Ginzburg-Landau sans poids a été considéré initialement par Bethuel-
Brezis et Hélein en 1994. On rencontre ces équations lors de l’étude
des supraconducteurs ou des superfluides où apparaissent des lignes
de vorticité (appelées aussi filaments). La question est d’étudier le
comportement asymptotique des solutions minimisantes de l’énergie
de Ginzburg-Landau. On découvre, contrairement au cas où le poids
est constant, que le problème limite possède des singularités de degré
topologique eventuellement plus grand que 1. Du point de vue de la
physique, ceci veut dire que les lignes de vorticité peuvent faire plus
d’un tour. De plus, les zéros des solutions (c’est à dire physiquement
les filaments) sont très près des minima du poids. On se situe dans
un cadre général où les minima du poids peuvent être aussi bien à
l’intérieur que sur le bord. D’abord on identifie les singularités du
problème limite, ensuite on les localise à l’aide d’une fonctionnelle ap-
pelée l’énergie renormalisée introduite par Béthuel-Brezis et Hélein, et
enfin on estime la vitesse de convergence des zéros des solutions du
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problème de Ginzburg-Landau vers leur limites et on donne une esti-
mation précise de l’énergie.
Dans le dernier paragraphe j’expose mes travaux qui sont soit soumis
pour publication soit en cours de rédaction.

L’objectif de ce mémoire est de résumer mes principaux résultats et
d’aider à la compréhension générale de mes travaux. Les références
alphabétiques renvoient à la bibliographie et les références numériques
désignent la liste de mes publications.

2. Problèmes liés à l’exposant critique de Sobolev: [1],
[2], [3], [14], [16], [17] et [19]

2.1. Problèmes non homogènes avec à l’exposant critique de
Sobolev. Soit Ω un domaine régulier de RN avec N ≥ 3. On considère
l’équation elliptique non linéaire:

(P )

 −∆u = up + f(u) dans Ω,
u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

où p = N+2
N−2

et f(u) est un terme d’ordre inférieur à p. On regardera
les cas où f(u) = µuq et f(u) = λu, µ ∈ R, λ > 0 et 1 < q < p.
On observe que p + 1 = 2N

N−2
est l’exposant limite intervenant dans

l’injection de Sobolev H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), avec 1 ≤ q ≤ p+ 1. L’injection

est compacte pour 1 ≤ q < p+ 1, et ne l’est plus lorsque q = p+ 1.
Les solutions de (P ) sont des points critiques non nuls de la fonction-
nelle définie sur H1

0 (Ω) par

E(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 − 1

p+ 1

∫
Ω

(u+)p+1 +

∫
Ω

F (u+)

où F est une primitive de f . La principale difficulté rencontrée dans
ce genre d’équations consiste en ce que les problèmes variationnels
sont non compacts. En utilisant le théorème du col d’Ambrosetti-
Rabinowitz (voir [AR]) on peut démontrer l’existence de solutions lorsque
la condition suivante du type Palais-Smale est vérifiée, (voir [BCN]) :

Définition 1. Soit c ∈ R fixé. On dit que E vérifie (PS)c si pour
toute suite (un) telle que E(un) −→ c et ||E ′(un)|| −→ 0, alors la suite
(un) est relativement compacte.
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Pour mieux comprendre le défaut de compacité, il est important
d’introduire la meilleure constante de Sobolev

S = inf
v∈H1

0 (Ω)


∫

Ω

|∇v|2

||v||2p+1

 ,

dont les propriétés essentielles sont:
1) S est indépendante du domaine Ω, elle ne dépend que de N .
2) S n’est jamais atteinte si Ω 6= RN .
3) Sur RN , S est atteinte par la famille de fonctions suivantes

Ua,ε(x) = cN

(
ε

ε2 + |x− a|2

)N−2
2

,

où cN = [N(N − 2)]
1
p−1 , ε ∈ R+ et a ∈ RN . Chacune de ces fonctions

vérifie:
−∆u = up sur RN .

On peut caractériser précisément les suites qui ne sont pas compactes
à l’aide de la famille précédente (voir [B3]).
Mon premier résultat concerne l’existence de solutions de (P ) lorsqu’on
tient compte de la topologie du domaine. Je rappelle que dans [BN1],
Brezis et Nirenberg ont montré que si par contre Ω est un domaine de
RN , alors si N = 3 (et donc p = 5), pour tout 3 < q < 5, (P ) possède
une solution, pour tout µ > 0, et pour 1 < q ≤ 3, (P ) possède une
solution pour tout µ > 0 assez grand et n’en possède pas pour µ ≤ 0
assez petit si Ω est étoilé.
Si N ≥ 4, alors (P ) possède une solution pour tout µ > 0 et tout

1 < q < p. Toutes ces solutions ont une énergie inférieure à 1
N
S
N
2 .

Dans [C] Coron a étudié le cas d’un domaine troué, il montre alors
l’existence d’une solution si µ = 0. Lorsque q > 1 et µ 6= 0, l’équation
change d’homogénéité, la méthode utilisée dans [C] ne marche plus, je
montre cependant le théorème suivant :

Théorème 1. Soit Ω un domaine borné régulier, a ∈ Ω. Alors pour
tout réel µ, tout 1 < q < p, et pour η > 0 assez petit (P ) possède

une solution uη dans Ωη = Ω \ B(a, η) telle que 1
N
S
N
2 <

∫
Ω

|∇uη|2 <
3

2

1

N
S
N
2 .

L’outil essentiel pour la preuve du théorème 1 est une variante du
théorème du col (voir [AR]), j’utilise également des travaux de Brezis-
Coron (voir [BC]), de Struwe (voir [St]) qui décrivent exactement les
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suites qui ne vérifient pas la condition (PS)c.

Dans un second travail en collaboration avec R.Crouau et R.Lewandowski,
voir [3], j’ai considéré le cas où f(u) = λu, avec λ ∈ R et N = 3 donc
p = 5 est l’exposant critique de Sobolev. Soit Gλ la fonction de Green
relative à l’opérateur −∆ − λ, on note gλ sa partie régulière. D’aprés
[B] il existe λ∗ ∈ (0, λ1), où λ1 est la première valeur propre de −∆,
tels que si λ∗ < λ < λ1 alors Mλ = maxΩ gλ(a, a) > 0, Mλ∗ = 0, et si
λ < λ∗, alors Mλ < 0. On sait d’aprés [B4], que pour λ > λ∗, (P ) ad-
met une solution. On suppose que Ω est assez régulier. Notre résultat
est à la fois un résultat d’existence et de comportement asymptotique
des solutions de (P ). On a :

Théorème 2. On pose λ = λ∗ + ε. Il existe ε0 > 0 tel que pour tout
0 < ε < ε0, il existe une suite de solutions (uε)ε>0 de (P ) telle que,
lorsque ε tend vers 0, on a

|∇uε|2 ⇀ S
3
2 δa,

au sens de la convergence des mesures.

En fait, les solutions (uε) sont de la forme uε = cεPUaε,tε + wε où
PUaε,tε est la projection orthogonale de Uaε,tε sur H1

0 (Ω), cε tend vers
une constante cN , aε tend vers a, tε tend vers 0, et wε tend vers 0 dans
H1

0 (Ω). Ces solutions sont aussi des minima locaux de la fonctionnelle

Jλ∗+ε(u) =

∫
Ω

|∇u|2 − (λ∗ + ε)

∫
Ω

|u|2(∫
Ω

|u|6
) 1

3

.

La démonstration de ce résultat repose d’une part sur des techniques
dues à Brezis-Nirenberg (voir [BN1]), d’autre part sur les travaux de
Bahri et de Bahri-Coron (voir [Ba1] et [BaC]). Notons que Rey dans
[Re], a obtenu un résultat semblable pour les dimensions N ≥ 4.

Nous décrivons maintenant un papier écrit avec R.Lewandowski, voir
[2]. Dans [BN2], Brezis et Nirenberg étudient le problème de minimi-
sation suivant

inf
u∈H1

0 (Ω),||u+ϕ||p+1=1

∫
Ω

|∇u|2,
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où ϕ est une fonction donnée non nulle dans Lp+1(Ω). Ils ont monté que
ce problème admet une solution qui vérifie l’équation d’Euler-Lagrange{

−∆u = µ(u)|u+ ϕ|p−1(u+ ϕ) dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

où µ(u) ∈ R est le multiplicateur de Lagrange associé à u. Dans [2] on
précise le signe de µ(u). On montre que si ||ϕ||p+1 < 1, alors µ(u) > 0,
et si ||ϕ||p+1 > 1, alors µ(u) < 0.

2.2. Problèmes liés à l’exposant critique de Sobolev et au bi-
laplacien. Dans [14], inspiré par [BN2], on a considéré les problèmes
de minimisations suivants

Si(ϕ, r) = inf
u∈Hi(Ω),||u+ϕ||r=1

∫
Ω

|∆u|2,

où Ω est un domaine de RN , N ≥ 5, 1 < r ≤ q = 2N
N−4

, ϕ ∈ C(Ω)

est une fonction non nulle, H1(Ω) = H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω), et H2(Ω) =

H2
0 (Ω). On observe que le réel q est l’exposant limite intervenant dans

l’injection de Sobolev Hi(Ω) ↪→ Lr(Ω), 1 ≤ r ≤ q. On sait (voir
[V]) que S1(0, q) = S2(0, q) = S et que cette meilleure constante de
Sobolev n’est pas atteinte. Au contraire lorsque ϕ n’est pas nulle le
manque de compacité est compensé. On montre d’abord que S1(ϕ, r)
(resp.S2(ϕ, r) ) admette une solution u1, (resp. u2) dès que ϕ est non
nulle. Ces solutions vérifient les équations d’Euler-Lagrange suivantes:{

−∆2u1 = µ(u1)|u1 + ϕ|p−1(u1 + ϕ) dans Ω,
∆u1 = u1 = 0 sur ∂Ω,

(resp. {
−∆2u2 = µ(u2)|u2 + ϕ|p−1(u2 + ϕ) dans Ω,
∂u2

∂ν
= u2 = 0 sur ∂Ω, )

où µ(ui) ∈ R, i = 1, 2 est le multiplicateur de Lagrange associé à ui
dont le signe est déterminé comme dans [2]. Ensuite, comme H2

0 (Ω) ⊂
H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω), il est naturel de se demander si S1(ϕ, q) < S2(ϕ, q)
et si l’infimum sur H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω) est atteint par une fonction dans
H2

0 (Ω). Une réponse partielle à cette question est obtenue en utilisant
l’identité de Pohozaev: par exemple on montre que dans le cas sous
critique et pour ϕ petit on a l’inégalité stricte. On montre également

Théorème 3. 1) Soit (uεi ) une suite de solutions pour Si(0, q − ε).
Alors lorsque ε tend vers 0, (uεi ) converge faiblement dans H2(Ω) vers
0. De plus,

|∆uε|2 ⇀ Sδa.

au sens de la convergence des mesures, a étant un point de Ω.
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2) Supposons que ϕ ∈ H2(Ω), alors limε→0 Si(ϕ, q − ε) = Si(ϕ, q).
De plus, soit (uiε) une suite de solutions pour Si(ϕ, q−ε), alors, lorsque
ε tend vers 0 (uεi ) converge fortement dans H2(Ω) vers une solution du
problème initial.

Dans un travail fait avec A.Beaulieu voir [16], on se place dans le
cadre du papier [14]. On considère les problèmes de minimisation suiv-
ants

Si(ϕ, r) = inf
u∈Hi(Ω),||u+ϕ||r=1

∫
Ω

|∆u|2,

ϕ ∈ C(Ω) est une fonction non nulle donnée, H1(Ω) = H2(Ω)∩H1
0 (Ω),

et H2(Ω) = H2
0 (Ω). Une question naturelle se pose

A-t-on S1(ϕ, r) < S2(ϕ, r)?

On montre

Théorème 4. Supposons que q ∈ [2, qc] et que ϕ est non identiquement
nulle 0. On a

(i) Si ||ϕ||q < 1 et ϕ est de signe constant dans Ω, toute solution
minimisante de S1 n’appartient pas à H2

0 (Ω) et on a Sθ(q, ϕ) < S0(q, ϕ).
(ii) Si ϕ est dans H2

θ (Ω) et est dans l’espace orthogonal de H2
0 (Ω),

toute solution minimisante de S1 n’appartient pas H2
0 (Ω) et on a

Sθ(q, ϕ) < S0(q, ϕ).
(iii) Pour q ≥ 2, si ||ϕ||q > 1 et ϕ dans H2

0 (Ω), alors S1(q, ϕ) =
S2(q, ϕ).

Remarque 1. On note que lorsque ||ϕ||r > 1 le problème devient con-
vexe.

2.3. Problèmes avec un poids et avec l’exposant critique de
Sobolev. Dans [17], on se donne un domaine Ω de Rn avec le n ≥
3. On considère le problème d’existence d’une fonction u satisfaisant
l’équation elliptique non-linéaire suivante

(Pλ)Ω

 −div(p(x)∇u) = uq−1 + λu dans Ω,
u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

où p est un poids positif donné dans p ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω̄), q = 2n
n−2

est

l’exposant critique pour l’injection de Sobolev H1
0 (Ω) ⊂ Lq(Ω) et λ est

un paramètre réel

On pose p0 = minΩ̄ p(x). On suppose que

p−1(p0) ∩ Ω 6= ∅,
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soit a ∈ p−1(p0) ∩ Ω. On écrit dans un voisinage de a, p(x) = p0 +
βk|x− a|k + |x− a|kθ(x), avec k > 0, βk > 0 et θ(x) tend vers 0 quand
x tend vers a.

Notons λdiv1 la première valeur propre de l’opérateur div(p(x)∇.) dans
Ω avec une donnée au bord de type Dirichlet .

Le paramètre k joue un rôle essentiel dans l’étude de ce problème. En
fait, le cas k > 2 est traité selon une procédure classique. Cependant
le cas 0 < k ≤ 2 est moins facilement accessible. Nous l’étudierons
différemment. Le premier résultat de ce papier est le suivant

Théorème 5. On suppose que p ∈ H1(Ω)∩C(Ω̄) vérifie les hypothèses
citées plus haut. On a
1)Si n ≥ 4 et k > 2, alors pour tout λ ∈]0, λdiv

1 [ il existe une solution
de (P1)

Ω
.

2)Si n ≥ 4 et k = 2, alors il existe une constante γ̃(n) = (n−2)n(n+2)
4(n−1)

β2

tel que pour tout λ ∈]γ̃(n), λdiv1 [ il existe une solution de (P1)
Ω

.
3)Si n = 3 et k ≥ 2, alors il existe une constante γ(k) > 0 tel que pour
tout λ ∈]γ(k), λdiv

1 [ le problème (P1)
Ω

admet une solution.
4)Si n ≥ 3, 0 < k < 2 et p vérifie les conditions ci-dessus alors il

existe λ∗ ∈ [β̃k
n2

4
, λdiv

1 [, où β̃k = βk min[(diamΩ)k−2, 1], tel que pour

tout λ ∈]λ∗, λdiv
1 [, le problème (P1)

Ω
admet une solution.

5)Si n ≥ 3 et k > 0, alors pour tout λ ≤ 0 le problème (P1)
Ω

n’a pas
de solution minimisante.
6)Si n ≥ 3 et k > 0, alors le problème (P1)

Ω
n’admet pas de solution

pour tout λ ≥ λdiv1 .

Influence de la géomètrie de la domaine : Dans le cas p ≡ 1 et
λ = 0, l’identité de Pohozaev montre que le problème (P1)Ω n’admet
pas de solution pour un domaine étoilé. Cependant, Coron [C] a montré
l’exitence de solution concernant le probème (P1)Ω pour un domaine
avec un petit trou.
Dans le cas p 6≡ 1, on remarque, en utilisant l’identité de Pohozaev, que
pour λ = 0 et pour p ∈ H1(Ω)∩C(Ω̄) vérifiant ∇p(x).(x− a) > 0 p.p.
sur Ω, le problème (P1)

Ω
n’admet pas de solution pour un domaine

étoilé par rapport à a. On modifie alors la géométrie du domaine et on
obtient une solution dans ce dernier cas.
Soit Ω ⊂ RN , N ≥ 3 un domaine borné régulier et étoilé par rapport
à a, et soit ε > 0. On étudie le problème (P1)

Ωε
pour λ = 0 avec

Ωε = Ω \B(a, ε).
On utilise un argument de degré topologique et la méthode utilisée
dans [1] et on montre le résultat suivant :
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Théorème 6. On suppose que p ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω̄) admet un unique
point minimum dans Ω. Alors il existe ε0 > 0 tel que pour tout ε < ε0,
le problème (P1)

Ωε
admet une solution.

Dans un récent travail, voir [19], on considère le problème suivant

(Pλ)

{
−div(p(x)∇u) = u2∗−1 + λu, u > 0 dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

où Ω est un domaine borné de Rn, n ≥ 3, 2∗ = 2n
n−2

, λ ∈ R et p : Ω̄→ R
une fonction positive dans H1(Ω) ∩ C(Ω̄).

Soit V (Ω) =

{
u ∈ H1

0 (Ω) :

∫
Ω

|u(x)|2∗dx = 1

}
, on définit

Qλ(u) =

∫
Ω

p(x)|u(x)|2dx− λ
∫

Ω

|u(x)|2dx.

On considère Sλ(p) = inf{Qλ(u) : u ∈ V (Ω)}. Soit λ1 la première
valeur propre de l’opérateur −div(p(x) ·) dans H1

0 (Ω). On sait (voir
[17]) qu’il existe 0 ≤ λ∗ < λ1 tels que pour λ < λ∗, Sλ(p) n’est pas
atteint et pour λ > λ∗, Sλ(p) est atteint. On suppose qu’il existe x̄ ∈ Ω
vérifiant

p(x) ≤ inf
Ω
p+ c|x− x̄|α ∀x ∈ B(x̄, r)

avec c > 0, r > 0 et α > 0. Lorsque n ≥ 4 et α > 2 on a λ∗ = 0, par
contre si n = 3 ou 0 < α ≤ 2 la situation est plus compliquée voir [17].
Dans ce papier, on s’intéresse au cas où n ≥ 4 et α > 2 voir [19] pour
les autres cas).
Pour distinguer des solutions différentes, on utilise la fonction dite
”barycentre” β : V (Ω)→ Rn définie par

β(u) =

∫
Ω

x |u(x)|2∗dx ∀u ∈ V (Ω).

Les résultats principaux de ce travail sont les suivants :

Théorème 7. Soit Ω un domaine borné de Rn, n ≥ 4. On suppose
qu’il existe x̄ ∈ Ω et un ouvert A ⊆ Rn tels que x̄ ∈ A et si Ω̄∩ ∂A 6= ∅
on a inf

Ω̄∩∂A
p > inf

Ω
p. Alors, il existe λ̄A ∈]0, λ1] tel que, pour tout

λ ∈]0, λ̄A[, le problème (Pλ) admet au moins une solution uλ,A qui

vérifie β
(

uλ,A
‖uλ,A‖L2∗

)
∈ A et Qλ

(
uλ,A

‖uλ,A‖L2∗

)
= Sλ(p,A).

Corollaire 1. On suppose qu’il existe k ouverts disjoints dans Rn,
A1, . . . , Ak, et k points x̄1, . . . , x̄k in Ω vérifiant les mmes conditions
que A et x̄ du Théorème 7. Alors, il existe λ̄ ∈]0, λ1] tel que, pour
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tout λ ∈]0, λ̄[, le problème (Pλ) admet au moins k solutions distinctes

uλ,A1 , . . . , uλ,Ak vérifiant, pour i = 1, . . . , k, β
(

uλ,Ai
‖uλ,Ai‖L2∗

)
∈ Ai et

Qλ

(
uλ,Ai

‖uλ,Ai‖L2∗

)
= Sλ(p,Ai).

Théorème 8. Soit Ω un ouvert borné dans Rn, n ≥ 4. On suppose
qu’il existe un ouvert A dans Rn et un fermé K ⊆ Ω ∩ A telles que,
pour tout x̄ ∈ K, vérifiant les conditions du Théorème 21 pour des
constantes convenables c > 0, r > 0 et α > 2 (c, r, α sont indpendentes
de x̄). Alors, il existe λ̄ > 0 tel que, pour tout λ ∈]0, λ̄[, le problème
(Pλ) admet au moins catAK solutions distinctes, o catAK représente
la catégorie (de Ljusternik-Schnirelman) de K dans A.

De plus, lorsque λ tend vers 0, chaque solution se concentre en un
point minimum de p.

3. Applications harmoniques-Cristaux liquides: [4], [5], [7]
et [13]

Cette section est consacrée à l’étude de quelques problèmes liés aux
applications harmoniques et des cristaux liquides nématiques voir par
exemple [DeG]. Je commence par décrire brièvement l’origine physique
du problème. L’état du cristal contenu dans un domaine Ω de R3

est décrit par une application u : Ω → R3 avec la contrainte |u| =
1. Pour tout x ∈ Ω, u(x) représente alors l’orientation moyenne
des molécules. Les configurations d’un tel materiau sont modélisées
par des applications u appartenant à l’ensemble H1(Ω, S2) = {u ∈
H1(Ω,R3) ; |u(x)| = 1 p.p.}. L’énergie associée à l’état u a pour
expression

E(u) =

∫
Ω

(k1(divu)2 + k2(u.rot(u))2 + k3|u ∧ u|2)dx,

où k1, k2 et k3 sont des constantes positives dépendant du type du
cristal, de sa température,...
Lorsque k1 = k2 = k3 = 1, et lorsque u est prescrite sur le bord de Ω
alors, E(u) devient l’énergie de Dirichlet suivante

E(u) =

∫
Ω

|∇u|2dx+ g(u).

où g(u) est un terme qui ne dépend que de la trace de u sur le bord
du domaine. Les points critiques de cette fonctionnelle sur H1(Ω, S2)
correspondent aux applications harmoniques à valeurs dans la sphère
S2.
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3.1. Problème de minimisation sur W 1,1(B2, S1). Soit D le disque
unité de R2 et S1 le cercle unité de R2. On se donne une donnée au bord
ϕ : S1 → S1 dans C0,α avec α > 0. On considère les deux problèmes

de minimisation de l’énergie

∫
D

|∇u|dx dans chacun des ensembles

U(ϕ) = {u ∈ W 1,1(D,S1) ; u = ϕ sur ∂D},

et

Ureg(ϕ) = {u ∈ C1(D,S1) ∩W 1,1(D,S1) ; u = ϕ sur ∂D}.

On définit alors

E(ϕ) = inf
u∈U(ϕ)

∫
D

|∇u|dx,

et

Ereg(ϕ) = inf
u∈Ureg(ϕ)

∫
D

|∇u|dx.

On remarque que si le degré topologique de ϕ est non nul, alors Ureg(ϕ) =
∅ et Ereg(ϕ) = ∞. Lorsque le degré de ϕ est nul, alors il n’y a pas
d’obstruction topologique à étendre ϕ à D, et à avoir E(ϕ) = Ereg(ϕ).
En dimension 3, Hardt et Lin voir [HL] ont exhibé une donnée au bord
ϕ qui réalise le phénomène de ”gap” suivant

inf
u ∈ H1(B3, S2),
u = ϕ sur ∂D

∫
B2

|∇u|2dx < inf
u ∈ C1(B3, S2),
u = ϕ sur ∂D

∫
B2

|∇u|2dx.

Une estimation précise de ce phénomène a été donnée par Brezis voir
[B2]. Avec F.Demengel voir [4], d’abord nous avons mis en evidence
un phénomène de ”gap” pour les infima ci-dessus. Ensuite, pour u =
(u1, u2) dans U(ϕ), on introduit par analogie avec [BCL] le champ de
vecteurs

H(u) = (u ∧ ux, u ∧ ux) = (u1u2,x − u2u1,x, u1u2,y − u2u1,y).

Définition 2. Soit ϕ : S1 → S1 une donnée au bord de degré 0. Soit
u ∈ U(ϕ), on définit

L(u) =
1

2π
sup
|∇ζ|≤1

(
−
∫
D

H(u).rot(ζ) +

∫
∂D

H(ϕ) ∧ n
)
.

où n est un vecteur unitaire normal extérieur au bord.

La fonctionnelle L(u) est liée au longueur de la connexion minimale,
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voir [14] . Lorsque de plus u est régulière sauf en un nombre fini de
points , on montre que

L(u) = inf
σ

Σk
i=1dist(pi, nσ(i)),

où {p1, ..., pk} (resp.{n1, ..., nk}) sont les singularités de degré positif
(resp. négatif), l’infimum étant pris sur toutes les permutations σ
de l’ensemble {1, ..., k}. On montre également que L est continue sur
U(ϕ). On peut résumer les résultats de ce paragraphe dans le théorème
suivant:

Théorème 9. 1) Pour tout ε, il existe une donnée au bord ϕ de degré
0 telle que

E(ϕ) ≤ 4πε+ 2ε ≤ 4π − 2ε ≤ Ereg(ϕ).

2) Soit u dans U(ϕ). Alors il existe une suite (un) appartenant à
Ureg(ϕ) tels que

un −→ u dans L1,

et

lim
n→∞

∫
D

|∇un|dx =

∫
D

|∇u|dx+ 2πL(u).

3) On a

inf
u∈U(ϕ)

(∫
D

|∇u|dx+ 2πL(u)

)
= inf

u∈Ureg(ϕ)

∫
D

|∇u|dx.

4) Lorsque ϕ(x) = x, alors u(x) = x
|x| est un minimiseur du E(ϕ).

3.2. Problème de minimisation avec énergie relaxée en dimen-
sion 3. Dans [7], on considère Ω la boule unité de R3. Il est clair que
pour ψ ∈ H1(S2, S2), la fonction ψ( x

|x|) est dans H1(Ω, S2), et donc

min
u∈H1(Ω,S2)

∫
Ω

|∇(u− ψ(
x

|x|
))|2 = 0.

On suppose que le degré topologique de ψ est non nul. Par conséquent,
la fonction ψ( x

|x|) ne peut être approchée dans H1 par des applications

régulières. On a alors

α = inf
u∈C1(Ω,S2)

∫
|∇(u− ψ(

x

|x|
))|2 > 0.

Dans [7], en collaboration avec F.Zhou, on étudie ce problème de min-
imisation. On note que lorsque ψ = Id, le même problème a été étudié
par Bethuel et Brezis voir [BB]. Pour u dans H1(Ω, S2) on introduit
le champ de vecteurs initialement défini par Brezis-Coron-Lieb voir
[BCL],

D(u) = (u.uy ∧ uz, u.uz ∧ ux, u.ux ∧ uy).
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On considère

L(u) =
1

4π
sup{

∫
Ω

D(u).∇ζ, ζ : Ω→ R, ||∇ζ||L∞ ≤ 1, ζ = 0 sur ∂Ω}

Notons que L(u) a un sens pour u dans H1(Ω, S2) et que si u est
régulière sauf en nombre fini de points L(u) cöıncide avec la longueur
de la connection minimale entre les singularités voir [BCL]. L’énergie
relaxée associée à notre problème est alors

F (u) = E(u− ψ(
x

|x|
)) + 8πL(u).

Notre résultat principal s’énonce comme suit:

Théorème 10. 1) L’infimum α n’est pas atteint.
2) Toute suite minimisante converge dans H1 vers une une fonction de
la forme ϕ( x

|x|) où ϕ est une application régulière de S2 à valeurs dans

S2 de degré 0.
3) On a

inf{E(u− ψ(
x

|x|
));u ∈ C1(Ω, S2)} = min{F (u);u ∈ H1(Ω, S2)}.

La démonstration de ce théorème repose sur la construction d’une fonc-
tion dipôle adaptée à notre problème . Le principe est le suivant: soient
u, f deux fonctions régulières dans H1(Ω, S2) telle que u n’est pas con-
stante. Soit x0 un point de Ω tel que ∇u(x0) 6= 0, alors pour tout
ρ > 0, on construit une fonction v dans H1(Ω, S2) vérifiant
i) v = u en dehors de la boule B(x0, ρ),
ii) v est lipschitzienne sauf en deux points p et n appartenant à B(x0, ρ),
avec deg(u, p) = 1 et deg(u, n) = −1.
iii) E(v − f) < E(u− f) + 8π|p− n|.

3.3. Régularité d’applications minimisantes à valeurs dans la
sphère S2. Soit Ω la boule unité de R3. On pose H1(Ω, S2) l’ensemble
des fonctions u ∈ H1(Ω,R3) telle que u(x) ∈ S2 p.p. S2 désigne la
sphère unité de R3. Pour λ ≥ 0 et f ∈ L2(Ω, S2), on pose

Fλ(u, f) =

∫
Ω

|∇u|2 + λ

∫
Ω

|u− f |2

Les points critiques de Fλ( . , f) satisfont l’équation d’Euler-Lagrange
suivante
(Eλ,f ) −∆u = u |∇u|2 + λ[f− < u, f > u].

Dans le cas où f est une constante cette équation n’est autre que
l’équation elliptique de Landau-Lifshitz sans valeurs au bord. Il est
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facile de voir que Fλ est semi-continue sur H1(Ω, S2) pour la topologie
faible, et par conséquent l’infimum

inf
u∈H1(Ω,S2)

Fλ(u, f)

est atteint par une certaine fonction uλ vérifiant (Eλ,f ). Dans ce
paragraghe, je m’intéresse à la régularité des solutions uλ.Rappelons
que dans [BB], Bethuel et Brezis ont montré qu’il existe une fonction
régulière f à valeurs dans R3 telle que uλ(f) = uλ est singulière dans
Ω. Notons qu’il est connu voir [SU1], [SU2] que uλ est régulière sauf
en un nombre fini de points. La régularité de solutions minimisantes
à valeurs dans S2 et d’autres résultats proches ont été étudiés par
plusieurs auteurs voir [BB], [B1], [B2], [BBC], [HKL] et [HL].

Dans un premier travail en collaboration avec F.Zhou voir [5], on
considère le même problème, on obtient l’existence de λ1 > 0 tel que
pour tout λ ≥ λ1, pour toute fonction f dans H1(Ω, S2) qui n’est pas
limite de fonctions régulières, toute solution uλ est singulière dans Ω.
D’autre part, sous certaines conditions sur f ∈ H1(Ω, S2), à savoir que∫

Ω

f 6= 0 et que l’image par f d’une petite couronne incluant le bord est

inclus dans une seule hémisphère. On montre alors, que pour λ assez
petit uλ est régulière dans Ω. Les grandes lignes de la démonstration
de ce résultat sont les suivants : on commence par établir une inégalité
de Hölder inverse, ensuite on trouve une formule de monotonie adaptée
à notre problème, et on conclut en utilisant le théorème d’ε-régularité.

Dans [13], écrit en collaboration avec P.Courilleau et S.Dumont, on
montre que ces dernières conditions sur f ne sont pas nécessaires. Nous
montrons le résultat général suivant :

Théorème 11. Soit f une fonction mesurable à valeurs dans S2, on a
pour tout 0 ≤ λ ≤ 3

5
, toute solution minimisante du problème ci-dessus

est régulière dans Ω.

La stratégie est la suivante: en utilisant une fonction test approppriée
et [5], on montre que si λ < λ0, alors uλ n’a pas de singularités prés
du bord. Ensuite, on utilise une formule de monotonie établie dans
[5] pour montrer que pour tout compact de Ω uλ est régulière pour λ
suffisament petit.

On étudie également le problème du point de vue numérique. On utilise
une méthode initialement développée par F.Alouges voir [Al] pour le
problème minu∈H1

n0
(Ω,S2)

∫
Ω
|∇u(x)|2 dx. Les principales difficultés pour

trouver
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numériquement une solution minimisante sont d’une part, la contrainte
|u(x)| = 1 a.e. n’est pas convexe, d’autre part, on ne sait pas si les
solutions uλ sont régulières et uniques.
L’algorithme itératif utilisé fait décrôıtre l’énergie à chaque étape, plus
précisèment, on considère le problème de minimisation: minw∈Ku Fλ(u−
w) où Ku = {w ∈ H1(Ω,R3) ; w(x).u(x) = 0 p.p.}. En résumé la
méthode consiste à:

1. Choisir d’une manière aléatoire u0.
2. Le choix de vn:
2.1 Trouver wn solution du dernier problème telle que u = un
2.2 On pose un+1(x) = un(x)−wn(x)

|un(x)−wn(x)| .

On montre alors que cet algorithme converge, (voir [13]).

4. La fonctionnelle de Ginzburg-Landau: [6], [8], [9], [10],
[11], [12], [18], [20], et [23]

4.1. Motivation physique et analyse asymptotique. Les résultats
présentés ici ont une motivation physique voir par exrmple [DeG].
Un supraconducteur est un matériau dont la résistivité électrique de-
vient presque nulle en dessous d’une certaine température critique Tc.
Lorsqu’un supraconducteur de type II est placé à une température
T < Tc, dans un champ magnétique H, apparait un phénomène de
transition de phase. Plus précisément on constate la coexistence de
deux phases, dans des tubes de petits diamètre appelés tubes de vor-
ticité, la densité des électrons supraconducteurs est presque nulle, c’est
l’état normal. Le reste est à l’état supraconducteur. On constate aussi
que lorsque H est assez grand, le nombre de vorticité est proportionnel
à H.

On rencontre les mêmes phénomènes quand on étudie des superflu-
ides tel que l’hélium II. Pour plus de détails on pourra voir les ouvrages
[DeG], [D].
La modélisation de ces problèmes est fourni par Ginzburg-Landau (1950)
voir [GL]. Les résultats obtenus concernent des domaines à géométrie
cylindrique infini. L’étude se ramène à un domaine de dimension 2. Si
on ne tient pas compte du champ magnétique, l’énergie de Ginzburg-
Landau est

Eε(u) =
1

2

∫
p | ∇u |2 +

1

4ε2

∫
p(1− | u |2)2.

Donc du point de vue de la physique cette énergie présente un problème
modèle. Ici, l’inconnue u, souvent notée ψ par les physiciens, est une
fonction complexe. En supraconductivité, | ψ |2 est proportionnelle à
la densité des électrons supraconducteurs, si | ψ | est proche de 1 on
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parle d’état supraconducteur et l’état normal correspond à | ψ | près
de 0. Si l’on écrit ψ =| ψ | eiS où S est à valeurs réelle, alors ∇S est
proportionnel à la vitesse des supercourants.

Le paramètre ε noté souvent ξ a l’homogénéité d’une longueur, il
dépend du matériau et de sa température. Lorsque T < Tc et assez
loin de Tc, ξ est extremement petit, de l’ordre de quelques centaines
d’Angströms. Il est donc naturel d’étudier l’analyse asymptotique du
problème lorsque ε tend vers 0. Notons que ε = 0 n’a pas de significa-
tion physique.

La présence du poids non constant p modélise le même problème soit
lorsqu’on demande aux vorticités de se placer dans certains endroits du
domaine voir [DG]: C’est le phénomène de ”pinning”, soit lorsque l’on
introduit des impuretés dans le materiau voir [Ru]. On verra plus loin
que les vorticités vont se placer près des minima de p.
Le cadre mathématique rigoureux des résultats asymptotiques pour ces
problèmes lorsque le poids p est constant a été développé par Bethuel-
Brezis et Hélein [BBH1,2].

SoitG un domaine régulier de R2. On se donne une fonction p régulière,
positive de G à valeurs dans R. Soit g ∈ C∞(∂G, S1) une donnée
au bord, telle que deg(g, ∂G) = d > 0, je considère le problème de
minimisation suivant

min
u∈H1

g (G,C)
Eε(u)

où Eε est la fonctionnelle de Ginzburg-Landau

Eε(u) =
1

2

∫
G

p | ∇u |2 +
1

4ε2

∫
G

p(1− | u |2)2

et

H1
g (G,C) = {u ∈ H1(G,C);u = g on ∂G}.

Ce problème est une forme généralisée de celui introduit par Bethuel,
Brezis et Hélein [BBH1,2]. Ces auteurs ont montré que, en particulier,
si le domaine G est étoilé et si p = 1, alors il existe une sous-suite
εn, exactement d singularités a1, ..., ad dans G et une application har-
monique régulière u∗ dans G \ {a1, ..., ad} tels que uεn → u∗ quand
εn tend vers 0 dans C1,α

loc (G \ {a1, ..., ad}) pour tout 0 < α < 1. De
plus, (a1, ..., ad) minimise une certaine fonctionnelle W appelée énergie
renormalisée. Pour εn < ε0 dependant uniquement de g et G, uεn
possède exactement d zéros xεn1 , ..., x

εn
d . Ces résultas ont été généralisés

pour un domaine arbitraire par [dPF].
Lorsque p est non constant, la situation est complètement différente.
On découvre que les minima de p jouent un rôle important. En fait, on
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rencontre deux difficultés. La première vient du fait que, dans le cas où
le nombre des minima de p est supérieur au degré d, les degrés autour
des zéros de uε sont plus grands que 1. La seconde est que en général
voir théorème 8 et 13, les zéros de uε peuvent être très près du bord.
En fait, le bord joue le rôle de miroir, c’est à dire, on pourra voir un
zéro s’approchant du bord comme deux zéros situés symétriquement
par rapport à ce dernier. On doit alors tenir compte d’une part des
intéractions entre des zéros approchant une même limite et d’autre
part, des zéros prés du bord.

4.2. Les résultats de convergences. On commence par quelques
notations et définitions. On pose

p0 = min
x∈G

p(x)

et

Λ1 = {x ∈ G; p(x) = p0} ; Λ2 = {x ∈ G; p(x) = p0}.
On va supposer dans tout ce qui suit que pour tout a ∈ Λ1 , il existe

un entier ka ≥ 1 et une constante C(a) > 0 tel que

p(x)− p0 = C(a)|x− a|ka + o(|x− a|ka)

où o(|x− a|ka) est une quantité vérifiant o(|x−a|ka )
|x−a|ka → 0 lorsque x→

a.

Soit (uεn) une suite de solutions minimisantes de Eεn(uεn), alors on
définit une collection de mauvais disques comme dans [BBH2]: quitte
à extraire une sous-suite, pour n assez grand, il existe α > 0 et N
disques B(xεni , αεn) tels que {x ∈ G; |uεn(x)| < 1

2
} ⊂ ∪B(xεni , αεn),

|xεni − x
εn
j | > 4αεn, for i 6= j. On pose aj la limite de xεnj .

Je commence par deux lemmes faciles et importants qui vont nous
donner une idée concernant la localisation des singularités du problème
limite (voir [8], et [9]).

Lemme 1. i) Pour tout σ > 0 assez petit, il existe une constante
C = C(σ, p, g) telle que

Eε(uε) ≤ πd(p0 + σ)log
1

ε
+ C.

ii) Si on suppose que deg(uεn , ∂B(aj, ρ)) = dj 6= 0 , alors aj ∈ Λ1.

Dans le cas où le nombre des minima de p est assez grand, on peut
préciser ce résultat par:
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Lemme 2. Supposons que cardΛ2 ≥ d, on a alors

Eε(uε) ≤ πdp0log
1

ε
+ C.

Dans ce cas, on localise les singularités du problème limite comme
dans [BBH2] avec le renseignement supplémentaire suivant, ces singu-
larités sont des minima de p. Le cas le plus intéressant est lorsque
cardΛ2 ≤ d, ce cas a été étudié dans [11] et [12] en collaboration avec
A.Beaulieu.
Posons

K = {ka, a ∈ Λ1}, K2 = {ka, a ∈ Λ2}, K = {ka, a ∈ Λ1\Λ2},
l2 = CardΛ2,

k = maxK, Λ = {a ∈ Λ1 \ Λ2 such that ka = k},
kai = ki for all i,

Ai =
d2
i − di
ki

i = 1, ..., l2

et

Ai =
2d2

i − di
ki

i = l21, ...,m.

On definit

F (d,K) = min{
∑l2

i=1
d2
i−di
ki

+
∑n

i=l2+1
2d2
i−di
ki

, n ≥ l2, (d1, ..., dn) ∈ Nn

tel que
∑n

i=1 di = d, (k1, ..., kl2) ∈ (K2)l2 , (kl2+1, ..., kn) ∈ Kn−l2}.
Notons que dans le cas où l2 = 0, (réciproquement le cas où n = l2 >

0) on utilise la convention suivante
∑l2

i=1
d2
i−di
ki

= 0 (réciproquement∑n
i=l2+1

2d2
i−di
ki

= 0).

Notre résultat principal concernant la convergence des suites minimisantes
s’énonce comme suit :

Théorème 12. Soit uεn une suite minimisante qui converge dans C1,α
loc (G\

{a1, ..., am}) vers une limite u0. Soit (d1, ..., dm) ∈ Nm, tels que
∑m

i=1 di =
d les degrés associés à (a1, ..., am). Alors

Λ2 ⊂ {a1, ..., am}.
Notons que (a1, ..., al2) ∈ Λl2

2 , (al2+1, ..., am) ∈ (Λ1 \ Λ2)m−l2 et les
exposants ka1 , ..., kam associés aux points a1, ..., am. On a a1, ..., am
réalisent F (d,K).

On en déduit le Corollaire suivant:
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Corollaire 2. Supposons que

CardΛ2 + CardΛ ≥ d

alors

m = d, Λ2 ⊂ {a1, ..., ad} ⊂ Λ2 ∪ Λ, and deg(u0, ai) = 1.

La démonstration du Théorème 4.3 voir [11] fait intervenir, l’estimation
suivante de l’énergie.

Théorème 13. Il existe une sous-suite (εn) tendant vers 0 et une
constante C > 0 dépendant uniquement de g telles que

|Eεn(uεn)− πdp0 log
1

εn
− πp0F (d,K) log log

1

εn
| ≤ C.

Le résultat suivant voir [11], nous précise la position des centres des
mauvais disques qui sont des petits disques dans les quels | uε | est
assez petit. On a

Théorème 14. Les points aj ∈ Λ1 \Λ2 étant donnés par le Théorème
8, j = l2 + 1, ...,m, soit xεn le centre d’un mauvais disque tendant
vers aj quand εn tend vers 0. Alors, quitte à extraire une sous-suite

notée encore (εn)n, on a |xεn − aj|kaj log 1
εn

et distkaj (xεn , ∂G) log 1
εn

tend vers des constantes positives quand εn tend vers 0. De plus, il
existe exactement d mauvais disques B(xεni , αεn) et pour i 6= k, | xεni −
xεnk |

kaj log 1
εn

tendent vers une constante positive.

4.3. L’énergie renormalisée. Le but de cette section est de localiser
les singularités du problème limite. On pose l = d − l2, on réécrit

les singularités comme suit (a1, ..., al) ∈ Λ
l

et (al+1, ..., ad) ∈ Λl2
2 , la

fonction u0 est définie par

u0(z) = (
z − a1

|z − a1|
)2...(

z − al
|z − al|

)2(
z − al+1

|z − al+1|
)...(

z − ad
|z − ad|

)eiφ(z)

où{
−div(p∇φ) = ∇p.(2∇θ1 + ...+ 2∇θl +∇θl+1 + ...+∇θd) dans G
φ = φ0 sur ∂G

et les fonctions θj sont définies par

eiθj =
z − aj
|z − aj|

pour z ∈ G \ {aj}

avec

∇θj = (− y − βj
|z − aj|

,
x− αj
|z − aj|

) où aj = αj + iβj
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et φ0 est définie par

eiφ0(z) = (
|z − a1|
z − a1

)2...(
|z − al|
z − al

)2(
|z − al+1|
z − al+1

)...(
|z − ad|
z − ad

)g(z)

on ∂G \ {a1, ..., al}.

Remarque. Lorsque a ∈ ∂G, la fonction ( z−a
|z−a|)

2 est régulière au

point a dans la direction tangentielle.

Pour localiser les points a1, ..., al dans Λ, on définit comme dans
[BBH2] une fonctionnelle appelée énergie renormalisée W (a, d, g, p) as-
sociée à une configuration donnée a = (a1, ..., ak) constituée de points
distincts dans G, a1, ..., ah sont dans ∂G et ah+1, ..., ak appartiennent à

G, avec des degrés respectifs d = (d1, ..., dk) ∈ Zk tel que
∑k

i=1 di = d
. On pose:

W (a, d, g, p) = −2π
∑h

j=1

∑k
i=1,i 6=j didjp(ai)log|ai − aj|

−π
∑k

j=h+1

∑k
i=1,i 6=j didjp(ai) log |ai − aj| − π

∑
i,j djR(ai, aj),

où la fonction R(x, aj) for j = 1, ..., h est definie par (avec p(aj) = p0) div(1
p
∇R) = −2p0div(1

p
∇ log |x− aj|) dans G

1
p
∂R
∂ν

= (1− p0

p
) + 1

d
∂φ0

∂τ
sur ∂G,

avec la condition de normalisation

∫
∂G

(g×gτ )R = −2p0

∫
∂G

(g×gτ ) log |x−

aj|. La fonction R existe et est régulière dans G. En effet, on peut mon-
trer que

−2p0

∫
G

div(
1

p
∇ log |x− aj|) =

∫
∂G

(1− p0

p
) +

1

d

∂φ0

∂τ
.

La régularité de R est une conséquence du fait que∇1
p
.∇ log |x−aj| soit

dans Ls(G), pour 1 ≤ s < 2, ceci implique que R est dans W 1,q(G) ∩
C0(G) pour un certain q > 2.

Le premier résultat principal de cette section est le suivant
voir [11] :

Théorème 15. On pose l = d− l2 et

Λ2 = {al+1, ..., ad}.
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Alors la configuration (a1, ..., al) ∈ Λ
l

minimise

Wb(a1, ..., al) = W (a1, ..., al, al+1, ...ad, (1, ..., 1), g, p)+
π

k
p0

l∑
i=1

log(C(ai)).

Notre second résultat concerne la position des centres des mauvais
disques, il nous donne une estimation précise de l’énergie

Théorème 16. 1) Soit xεnj le centre du mauvais disque associé à aj,
j = 1, ..., l. On a

| xεnj − aj |k log
1

εn
→ p0

C(aj)k
,

distk(xεnj , ∂G) log
1

εn
→ p0

C(aj)k
.

2) Il existe une fonction X(ε) qui tend vers 0 quand ε tend vers 0 telle
que

Eε(uε) = πdp0 log 1
ε

+ πp0

k
(d− l) log log 1

ε
+
∑d

i=l+1
πp0

k
log kC(ai)

p0
+ p0dγ+

πp0(d−l)
k

+W (a1, ..., ad, (1, ..., 1), g, p) +X(ε).

Finalement, on se place dans le cas le plus général, et on donne les
résultats généraux concernant la localisation des singularités (a1, ..., am) ∈
Ω
m

. On estime également l’énergie Eε(uε). On note pour i = 1, ..., l et
pour (η1, ..., ηdi) ∈ (R2)di

Hi(η1, ..., ηdi) = π
∑
j 6=k

log
1

| ηj − ηk |

et pour i = l + 1, ...,m et (η1, ..., ηdi) ∈ (R2
+)di

Hi(η1, ..., ηdi) = π
∑
j 6=k

log
1

| ηj − ηk |
+ π

∑
j,k

log
1

| ηj − ηk |

où
R2

+ = {(x1, x2) ∈ R2, x2 > 0}
et ηk = r(ηk), r est la réflection par rapport à l’axe {(x1, x2) ∈ R2, x2 =
0}.

Rappelons que (voir [AS2]) pour i = 1, ..., l, (ωi1, ..., ωidi) réalise le
minimum sur R2 de la fonction

Gi(η1, ..., ηdi) = Hi(η1, ..., ηdi) + πCai

di∑
i=1

| ηj |2 .

Nous montrons dans [12]
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Théorème 17. 1) La configuration (a1, ..., am) minimise dans
Λl

2 × (Λ1 \ Λ2)m−l la fonction

W (b) = WG(b, d1, ..., dm, g, p) + min
{η;Cbi

∑di
j=1|ηj |2=p0Ai}

m∑
i=1

Hi.

2) Il existe une fonction X(ε) qui tend vers 0 quand ε tend vers 0 telle
que

Eε(uε) = πdp0 log 1
ε

+ πp0F (d)(log log 1
ε

+ 1) + minΛl2×(Λ1\Λ2)m−lW

+dp0γ +X(ε).

4.4. Positions des zéros. Cette section est consacrée à l’estimation
de la vitesse de convergence des zéros de uεn vers leur limites voir [12].
Dans le cas où p = 1, et si (a1, ...ad) est un point critique nondégénéré
de l’energie renormalisée, Comte et Mironescu voir [CM] ont estimé la
vitesse de convergence du zéro xεni vers ai.

Pour simplifier la présentation, on prend ki = 2. On pose

σn =
1

log
1
2 1
εn

,

ωεnij =
xεnij − ai
σn

, ωij = lim
εn→0

ωεnij and yεnij = ai + σnωij.

Les résultats principaux de cette section concernent des estimations
de la distance entre xij et ai d’une part, et d’autre part, entre xij et
yij. On trouve, en particulier, dans le cas où di = 1, i = 1, ..., l, p est
nondégénéré, une vitesse de convergence supérieure à celle dans le cas
p = 1. On remarque aussi que dans ce dernier cas il n’est pas nécessaire
de supposer que la configuration soit un point critique nondégénéré
de l’énergie renormalisée pour donner une estimation de la vitesse de
convergence entre xi et ai. Plus précisément, on montre dans le cas où
les singularités sont à l’intérieur les résultats suivants voir [12] :

Théorème 18. Soit i = 1, ..., l. Si di = 1, on a

| xεni − ai |= O(
ε

1
3
n

log
1
2 1
εn

).

Si di > 1 et si la configuration (ωi1, ..., ωidi) réalise un minimum nondégénéré
pour Gi, alors

| xεnij − y
εn
ij |= O(

1

log
3
2 1
εn

log log
1

εn
).
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Dans le cas où les singularités sont sur le bord, on a les estimations
suivantes:

Théorème 19. Pour i = l + 1, ...,m on suppose que localement, dans
un voisinage de ai, G est le demi-plan R2

+. Alors, la configuration
(ωi1, ..., ωidi) réalise le minimum de Gi sur (R2

+)di. Si ce minimum est
nondégénéré, alors

| xεnij − y
εn
ij |= O(

1

log
5
8 1
εn

log
1
2 (log

1

εn
)).

4.5. Problèmes quasi-linéaire de Ginzburg-Landau. Ce travail
est fait en collaboration avec Carmen Perugia. Soit G un domaine
régulier de R2. Soit g ∈ C∞(∂G, S1) une donnée au bord, telle que
deg(g, ∂G) = d > 0, soient k ≥ 1 et l ≥ 1, on considère le problème de
minimisation suivant

min
u∈H1

g (G,C)
Eε(u)

où

Eε(u) =
1

2

∫
G

(1+ | x |k| u |l) | ∇u |2 +
1

4ε2

∫
G

(1− | u |2)2

Le but est d’étudier le problème limite lorsque ε tend vers 0. On sait
que d’une part, les singularités des solutions minimisantes ont tendence
à se localiser prés des minima du poids p = 1+ | x |k| u |l, d’autre part,
| u | va tendre vers 1 dans L2... lorsque ε tend vers 0. Le problème
est donc de localiser les singularités et de donner le comportement de
l’énergie associée à ce problème. Nous montrons que les cas k = 0 et
k 6= 0 sont très différents. Dans le deuxième cas, comme dans [8, 9, 11,
12 ] voir ma liste de publications, on montre que la seule singularité
est 0. Pour le premier, la présence de | u | joue un rôle important.

4.6. Minimisation d’un type d’équation de Ginzburg-Landau
avec un potentiel ayant un zéro d’ordre infini. Dans un tra-
vail récent avec I.Shafrir voir [18], nous avons considéré l’équation de
Ginzburg-Landau avec un potentiel J ayant un zéro d’ordre infini. Un
exemple significatif pour notre cas est lorsque J est de la forme

Jk(t) = exp(−1/tk) et t > 0, and Jk(t) = 0 for t ≤ 0,

avec k > 0. On note que le cas classique de Ginzburg-Landau corre-
spond à j(t) = tk, k ≥ 1 un entier. Le but est l’étude asymptotique
des solutions minimisantes de la fonctionnelle ,
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Eε(u) =
1

2

∫
G

|∇u|2dx+
1

4ε2

∫
G

J(1− |u|2)dx

définie pour

u ∈ H1
g (G,C) := {u ∈ H1(G,C) t.q. u = g dans ∂G} .

où G est un domaine de R2 et g est une donnée au bord de degré d ≥ 0.
On montre que l’énergie de Ginzburg-Landau est ”beaucoup plus

petite” que dans le cas de l’énergie habituelle. La différence principale
avec celle-ci est que dans notre cas, la présence du zéro d’ordre infini
fait beaucoup diminuer l’énergie d’une vorticité. On donne la valeur
de l’énergie explicitement:

2π log(
1

ε
)− I(log(

1

ε
))

avec I(R) = o(R) quand R tend vers l’infini.
On note que le cas classique de Ginzburg-Landau donne pour chaque

vorticité, une énergie égale à 2π log(1
ε
).

On montre plus précisément

Théorème 20. Pour chaque ε > 0, soit uε une solution minimisante
de la fonctionnelle Eε. On suppose que J vérifie :
(H1) J(0) = 0 , J(t) ≥ 0, ∀t ∈ R.
(H2) J ′(t) > 0 dans (0, 1).
(H3) J ′(t)(t) ≥ 0 ∀t ∈ R.
(H4) Il existe η0 > 0 tel que J ′′(t) > 0 dans (0, η0).
On a alors
(i) Pour une sous-suite εn →∞ on a

uεn → u∗ = eiφΠd
j=1(

z − aj
|z − aj|

) in C1,α(G \ {a1, ..., ad}),

où a1, ..., ad sont des points distincts de G et φ est une application
harmonique déterminée par u∗ = g on ∂G.
(ii)Posons pour R ≥ 1

I0(R) =
1

2

∫ 1

1/R2

j−1(t)
dt

t
.

On a

Eε(uε) = 2πd(log
1

ε
− I0(

1

ε
)) +O(1).

La réponse au “problème réciproque ” est positive, comme le montre
le théorème suivant :
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Théorème 21. On suppose que h ∈ C2[0,∞) satisfait

h′(t) > 0, h′′(t) < 0 pour t ≥ T > 0.

Alors , il existe une fonctionnelle J vérifiant (H1) − (H4), tel que
le développement asymptotique des solutions minimisantes de Eε sur
H1
g (G,C), pour une donnée au bord g de degré d ≥ 0, est donné par

Eε(uε) = 2πd(log
1

ε
− h(log

1

ε
)) +O(1).

5. Analyse dans un multi-domaine : [15], [21] et [22]

5.1. Un problème de Ginzburg-Landau dans un domaine oscil-
lant. Ce travail est fait en collaboration avec A.Gaudeillo et C.Picard.
Soient a, b1, b2, α, β appartenant à ]0,∞[ tels que 0 < α < β < a. On
introduit le domaine R2 suivant:

Ω =]0, a[×]− b1, b2[,
Ω− =]0, a[×]− b1, 0[, Ω+ =]0, a[×]0, b2[,
Σ =]0, a[×{0},
Ωh = Ω− ∪ ( ∪h−1

k=0 ( 1
h
]α, β[+ak

h
)× [0, b2[) h ∈ N,

Ω+
h = Ω+ ∩ Ωh h ∈ N.

Ce genre de domaine a été utilisé par Brizzi-Chalot pour des problèmes
d’homogéinésation, on rappelle que (voir [BriCh])

χΩ+
h
⇀ θ =

β − α
a

faible ? dans (L∞(Ω+))2,

et

χΩh∩Σ ⇀ θ faible ? dans L∞(Σ),

lorsque h tend vers l’infini.
Le but de ce paragraphe est d’étudier le comportement asymptotique

lorsque h tend vers l’infini du problème limite suivant:{
−∆uh − uh + |uh|2uh = f dans Ωh,
Duh · ν = 0 sur ∂Ωh,

où f = (f1, f2) est une fonction donnée dans (L2(Ω))2 et ν le vecteur
normal extérieur à ∂Ωh. Il est facile de constater que ce problème
admet une solution uh au sens faible. On l’obtient en minimisant la
fonctionnelle

E(u) =

∫
Ωh

|Dv|2 +
1

2
(1− |v|2)2 − fvdx
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définie sur (H1(Ωh))
2. La solution uh vérifie l’équation variationnelle

suivante:{ ∫
Ωh
DuhDv − uhv + |uh|2uhvdx =

∫
Ωh
fvdx ∀v ∈ (H1(Ωh))

2,

uh = (u
(1)
h , u

(2)
h ) ∈ (H1(Ωh))

2

Nos résultats principaux sont décrit dans le théorème suivant

Théorème 22. On suppose que α = a − β. Soit uh, h appartient à
N, une solution du problème ci-dessus, avec f dans H1(Ω)∩L∞(Ω) et
soit θ définie comme ci-dessus. Alors, pour tout entier h il existe une
extension linéaire Ph ∈ L(H1(Ω+

h ), H1(Ω+)), une suite de réels positifs
(hk)k strictement croissante et une fonction u dans H1(Ω)∩L∞(Ω) tels
que {

Phkuhk ⇀ u faiblement dans H1(Ω+),
uhk ⇀ u faiblement dans H1(Ω−),

lorsque k tend vers l’infini où u est une solution du problème suivant:

∂2u
∂x2

2
− u+ |u|2u = f dans Ω+,

−∆u− u+ |u|2u = fsurΩ−,

θ ∂u
+

∂x2
= ∂u−

∂x2
sur Σ,

∂u
∂x2

= 0 sur ]0, a[×{b2},
Du · ν = 0 sur ∂Ω− \ Σ.

De plus, l’énergie converge au sens suivant:

lim
k→+∞

∫
Ωhk

|Duhk |2 − |uhk |2 + |uhk |4dx

= θ

∫
Ω+

| ∂u
∂x2

|2 − |u|2 + |u|4dx+

∫
Ω−
|Du|2 − |u|2 + |u|4dx.

La formulation variationnelle de l’équation vérifiée par uh est donnée
par θ

∫
Ω+

∂u
∂x2

∂v
∂x2
− uv + |u|2uvdx+

∫
Ω−
DuDv − uv + |u|2uvdx =

θ
∫

Ω+ fvdx+
∫

Ω−
fvdx ∀v ∈ H1(Ω),

u ∈ H1(Ω) ∩ L∞(Ω).

5.2. Analyse asymptotique dans un multi-domaine de solu-
tions minimisantes à valeurs dans S2 : Le papier [20] est con-
sacré à l’étude d’un problème stationnaire de type Landau-Lifshitz dans
un ”multi-domaine” de R3. Ce modèle décrit la densité du moment
magnétique (magnétisation) dans un milieu ferromagnétique. Le mo-
ment magnétique est principalement creé par des rotations des électrons.
Dans ce travail , le domaine spatial est occupé par un corps ferro-
magnétique. Notre domaine Ωn se compose de deux cylindres verticaux
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superposés : le premier est de hauteur une constante et de section rnω,
le second est d’épaisseur hn et de section une constante ω. Ici rn et hn
sont deux petits paramètres convergeant vers zéro.

On considère le problème de minimisation suivant :

min

{∫
Ωn

|∇V |2dx− λ
∫

Ωn

| V − F |2 dx : V ∈ H1(Ωn,R3) |V (x)| = 1

}
où F est donnée dans à H1(Ωn,R3). Dans [5] et [13] on a montré
que pour λ assez grand et si F n’est pas approchable dans H1 par
des fonctions régulières alors il existe λ0 tel que pour tout λ ≥ λ0

toute solution Vλ du problème de minimisation ci-dessus possède des
singularités. Le but de cet article est d’étudier Vλ lorsque rn et hn
tendent vers 0. On note que quand rn et hn tendent vers 0 le domaine
Ωn tend vers la réunion d’une tige et d’une plaque. Plus précisément,
la question est d’identifier le problème limite et d’étudier la régularité
des solutions de ce dernier.

Par un changement de variable, on se ramène à un problème dans
un domaine fixe Ω = ω×]− 1, 1[.

On minimise alors la fonctionnelle suivante

jn : v = (va, vb) ∈ Vn −→
∫

Ωa

∣∣∣∣( 1

rn
Dx′v

a, ∂x3v
a

)∣∣∣∣2 − 2vafandx+

+
hn
r2
n

∫
Ωb

∣∣∣∣(Dx′v
b,

1

hn
∂x3v

b

)∣∣∣∣2 − 2vbf bndx,

sur l’ensemble

Vn =
{

(va, vb) ∈ H1(Ωa, S2)×H1(Ωb, S2) : va(x′, 0) = vb(rnx
′, 0) for x′ a.e. in ω

}
,

On pose
jn(un) = min {jn(v) : v ∈ Vn} ,

On suppose que

lim
n

hn
r2
n

= q ∈ [0,+∞],

et

fan ⇀ fa faiblement dans L2(Ωa,R3), f bn ⇀ f b faiblement dans L2(Ωb,R3).

Soient

ja : w ∈ H1(]0, 1[, S2) −→ |ω|
∫ 1

0

|∂x3w|
2 dx3 − 2

∫ 1

0

w

(∫
ω

fadx′
)
dx3,

jb : ζ ∈ H1(ω, S2) −→
∫
ω

|Dx′ζ|2 dx′ − 2

∫
ω

ζ

(∫ 1

0

f bdx3

)
dx′.
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Le résultat pricipal de ce travail est le suivant

Théorème 23. Pour tout entier n ∈ N, soit un = (uan, u
b
n) une solution

du problème ci-dessus avec q ∈]0,+∞[. Alors , il existe une suite crois-
sante d’entiers {ni}i∈N, ua ∈ {w ∈ H1(Ωa, S2) : w est independant de x′} '
H1(]0, 1[, S2) et ub ∈ {ζ ∈ H1(Ωb, S2) : ζ est indépendant de x3} '
H1(ω, S2) (ua et ub depend du choix de la sous-suite ) tels que

uani → ua fortement dans H1(Ωa, S2), ubni → ub fortement H1(Ωb, S2),

Les fonctions ua et ub sont des solutions des problèmes suivants

ja(ua) = min {ja(w) : w ∈ H1(]0, 1[, S2)} ,

jb(ub) = min
{
jb(ζ) : ζ ∈ H1(ω, S2)

}
,

De plus,
1

rn
Dx′u

a
n → 0 fortement dans L2(Ωa,R6),

1

hn
∂x3u

b
n → 0 fortement dans L2(Ωb,R3).

On a aussi la convergence de l’énergie

lim
n
jn(un) = ja(ua) + qjb(ub).

Nous obtenons un résultat analogue lorsque q = 0 ou∞. On montre
aussi que pour une classe de fonctions F la solution du problème limite
est régulière sur la tige et est singulière sur la plaque.

6. Quelques travaux en cours, projets

6.1. Problèmes quasi-linéaires avec exposant critique de Sobolev.
Ce travail en cours de rédaction est fait en collaboration avec H.Yazidi.
Soit Ω un de Rn, n ≥ 3. Soient k ≥ 1 et l ≥ 1, on considère le problème
de minimisation suivant

inf
|u|q=1,u∈H1

0 (Ω)

∫
Ω

(1+ | x |k| u |l) | ∇u |2 +λ

∫
Ω

| u |2

où q = 2n
n−2

est l’exposant critique de Sobolev.
Ce travail généralise les résultats de Brezis-Nirenberg, voir [BN] dans

le cas semi-linéaire. Nous montrons que si 0 < λ < λ1, λ1 est la
première valeur propre de −∆, l’infimum ci-dessus est atteint. La
présence du poids 1+ | x |k| u |l complique l’étude, nous avons besoin
de résultats de régularité pour la limite faible d’une suite minimisante.
Nous utilisons des méthodes à la Ladyzhenskaya-Ural’tseva, voir [LU].
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6.2. Problèmes avec exposant critique de Sobolev et avec poids.
Les travaux [17] et [19] ont donné lieu à de nombreuses questions ou-
vertes. Je cite par exemple la question suivante : Les solutions obtenues
dans le dernier Corollaire 1, du paragraphe 2.3. correspondent à k min-
imiseurs globaux pour la fonctionnelle de l’énergie du problème. Il est
donc naturel de s’attendre à obtenir des solutions correspondantes à
des points critiques du poids, en utilisant par exemple le théorème du
col d’Ambrosetti-Rabinowitz. On note que notre fonctionnelle ne sat-
isfait pas la condition de Palais Smaile en auccun niveau supérieur au

premier nivau d’énergie p0

N
S
N
2 . Cette question fait l’objet d’un travail

en cours en collaboration avec Passaseo, Molle et Yazidi.
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Eds, Birkhãuser, 1990.
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[1] Solutions positives de l’équation −∆u = up + µuq dans un domaine
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