ARITHMETIQUE ET GROUPES Année 2005-2006

Mercredi 15 novembre 2000

Question de cours. Donner la définition de P = @) a 'aide des connecteurs logiques A,V et
—. Donner la table de vérité de P = Q.

Exercice 1. Pour tout n > 1, on note .S,, la somme des carrés des n premiers nombres impairs

Sp=143"+... +(2n-17=> (2j— 1)
j=1

Montrer que, pour tout n > 1
g - n(@2n—1)2n+1)
n - 3 .

Exercice 2. Pour tout sous ensemble A de F, on note A¢ le complémentaire de A dans E. Si A
et B sont deux sous ensembles de E, on note A — B = AN B€.

1 - Donner la fonction indicatrice de A — B en fonction des fonctions indicatrices de A et de B.

2 - En utilisant les fonctions indicatrices, montrer que, si A, B et C sont des sous ensembles de E

AN(A—B)N(A-C)=AnBNC.

Exercice 3. On dit qu’une fonction f est uniformément continue sur [0, 1] si
Ve>0, dn>0, Va,y €01, (lz—yl<n=I|f(z)-fy)l<e).

Donner, a l'aide des quantificateurs, la définition de ” f n’est pas uniformément continue sur
[0,1]”.



ARITHMETIQUE ET GROUPES Année 2005-2006

Mardi 6 novembre 2001

Question de cours. Donner la définition de P = @) a 'aide des connecteurs logiques A,V et
—. Donner la table de vérité de P = Q et celle de =Q = —P .

Exercice 1. Pour tout n > 1, on rappelle que

2n)!
05, = 2
n!n!
Montrer par récurrence que, pour tout n > 1
cy, <4™.

Exercice 2. Pour tout sous ensemble A de F, on note A¢ le complémentaire de A dans E. Si A
et B sont deux sous ensembles de F, on note A — B = AN B°.

1 - Donner la fonction indicatrice de A — B en fonction des fonctions indicatrices de A et de B.

2 - En utilisant les fonctions indicatrices, montrer que, si A, B et C' sont des sous ensembles de F

AN(A-B)Nn(A-C)*=AnBnC.

Exercice 3. On dit qu’une fonction f est dérivable en 0 si
NeR, Vex>0, In>0, Vz, € R, (|:I:| <n=|f(z)— f(0) -z §€|x\).

Donner, a I'aide des quantificateurs, la définition de ” f n’est pas dérivable en 0”.



ARITHMETIQUE ET GROUPES Année 2005-2006

Mardi 18 Décembre 2001

Question de cours. Enoncer le "petit Théoreme de Fermat”.

Exercice 1. Résoudre

3z —2y=3 [6]
{ 2r—y=4 [3]

Exercice 2. Déterminer ’exposant de 5 dans la décomposition en facteurs premiers de 200.

Exercice 3. On considére le nombre
N = 2177 4 23573 4 9573

Est ce que NV est un multiple de 3 7 un multiple de 5 ? un multiple de 7 7



ARITHMETIQUE ET GROUPES Année 2005-2006
Université Paris XII MIAS 1
UFR de Sciences Logique et Nombres

Examen du 24 Janvier 2000
Durée : 2 heures

Les documents et les calculatrices ne sont pas autorisés.
Exercice 1 : Montrer par récurrence que, pour tout n € N, 22%3" — 1 est divisible par 3"*1.

Exercice 2 : Soit E un ensemble. On note P(E) l'ensemble des parties de E. Pour tout
A,B € P(E) on note AAB=(A—B)U(B-—A).

1 - Montrer que, pour tout A, B,C € P(E), on a

(B-CCA et C-DCA) = DB-DCA

2 - Soit A € P(E). Montrer que la relation R 4 définie sur P(E) par
BRAC <<= BACCA,

est une relation d’équivalence.

3 - Pour tout B € P(E), préciser la classe de B modulo R 4.

Exercice 3 : Si z et y sont deux entiers, on note x A y le pged de z et de y.
1 - Décomposer 576240 en facteurs premiers.

2 - Déterminer une solution du systéme

zANy = 14
xd—yd = 576240
dans N2.

Exercice 4 : On veut résoudre, dans Z/35Z, 'équation i? — 1="-0.
1- Montrer que z € Z vérifie z2—1 =0 [35] si et seulement si (22—1=-0 [5]eta2—1=0 [7]).

2 - Déterminer I'ensemble des solutions de 2 — 1 =0 [5] ainsi que I'ensemble des solutions de
2-1=0 [7].

3 - Déterminer a,b € Z tels que Ta + 5b = 1.

4 - Déterminer I'ensemble des solutions de 4% — 1 = 0 dans Z/35Z.



ARITHMETIQUE ET GROUPES Année 2005-2006
DEUG MIAS1 Année 2000-2001

Logique et Nombres
Lundi 22 Janvier 2001

Durée : 2 heures

Exercice 1. Pour tout n € N et pour tout 0 < k£ < n, on note

k n!
Cn = (n—k)'k!

Montrer par récurrence que

27\"
Cy. <4™  etque Ci'< <4) .

Exercice 2. Trouver toutes les solutions (z,y) € Z? du systéme

e — 3y = 2 [6]
{2x+y = 1 (5]

Exercice 3. 1 - Calculer le reste de la division euclidienne de 17'7 par 4.

2 - En utilisant la question 1, déterminer le reste de la division euclidienne de

23177 etde 17V

par 10.

Exercice 4. Soit n € N.
1 - On suppose que n =pg ol p > 2, ¢ > 2 et p # q. Déterminer (n — 1)! modulo n.
2 - On suppose que n = p? o1 p > 2. Déterminer (n — 1)! modulo n.

3 - On suppose que n est un nombre premier. Déterminer (n — 1)! modulo n.



ARITHMETIQUE ET GROUPES Année 2005-2006
DEUG MIAS1 Année 2001-2002

Logique et Nombres
Lundi 21 janvier 2002
Durée : 2 heures

Les documents et les calculatrices sont interdits.

Exercice 1. Pour tout n € N, on considere une fonction f,, : R — R. On dit que ”la suite de
fonctions (fn)n>0 est uniformément de Cauchy sur R” si

Ve >0,AN eNVn,omeN (n>N et m>N)= VzeR |fu(z)— frn(z)] <e)

Donner, a I’aide des quantificateurs logiques, la définition de la proposition ”la suite de fonctions
(fn)n>o n'est pas uniformément de Cauchy sur R”.

Exercice 2. Déterminer 'exposant de 5 dans la décomposition en facteurs premiers de 100! et
de 1000!.

Exercice 3. Trouver toutes les solutions (z,y) € Z* du systeme
r -y = 2 [3]
5x — 3y = 7 [9]

Exercice 4. 1 - Soit N un entier non nul. On note r le reste de la division euclidienne de N par
6. Déterminer, en fonction de r, le reste de la division euclidienne de NV par 6.

2 - Déterminer le relgte de la division euclidienne de 166 par 6. En déduire le reste de la division
euclidienne de 17'%" par 7.

Exercice 5. Soit n un entier non nul. On note ¢(n) le nombre d’entiers positifs, inférieurs ou
égaux & n, qui sont premiers avec n. On remarquera que 1 est toujours premier avec n.

1 - Déterminer ¢(n) pour n =2, ..., 10.
2 - On suppose que p est un nombre premier. Déterminer ¢(p) en fonction de p.
3 - On suppose que p est un nombre premier. Déterminer ¢(p?) en fonction de p.

4 - On suppose que p et g sont deux nombres premiers distincts. Déterminer ¢(pq) en fonction

de ¢(p) et de ¢(q).



ARITHMETIQUE ET GROUPES Année 2005-2006
Université Paris XII MIAS 1
UFR de Sciences Logique et Nombres

Examen du vendredi 25 janvier 2003
Durée : 2 heures

Les documents et les calculatrices ne sont pas autorisés.

Exercice 1
On consideére la suite de réels (a,,)nen définie par la récurrence
ap+1 = ap (an +2)

ol ag € N est donné.

1 - On suppose dans cette question que ag est impair. En utilisant une récurrence sur n, montrer
que, pour tout n € N, a,, est impair.

2 - On suppose dans cette question que ag est pair. En utilisant une récurrence sur n, montrer
que, pour tout n € N, a,, est divisible par 2" t1.

3 - On suppose dans cette question que ay = 2. Montrer, en utilisant une récurrence sur n que,
pour tout n € N, a,, = 32" — 1.

Exercice 2
On considere sur R?, la relation R définie par : (z,y) R (2/,y’) si et seulement si
3(n,m) € Z* (x=2"+n A y=(-1)"y +m).

Rappel : V ="0u”, A = et”.
1 - Montrer que R est une relation d’équivalence sur R2.

2 - Ecrire, & aide des quantificateurs, la proposition— ((x,y) R (z',1/)).
Exercice 3

Déterminer, suivant les valeurs de n € N :
1 - Le reste de la division euclidienne de 5™ par 7.

2 - Le reste de la division euclidienne de 943%™ + 943%™ 4+ 9432" + 2 par 7.
Exercice 4
1 - Résoudre dans Z/10Z 1’équation
2 —32+2=0.

2 - En utilisant la question précédente, déterminer I’ensemble des entiers n € Z pour lesquels le
nombre n? — 3n a un chiffre des unités égal a 8.



ARITHMETIQUE ET GROUPES Année 2005-2006
Université Paris XII MIAS 1
UFR de Sciences Logique et Nombres

Examen du Vendredi 23 Janvier 2004
Durée : 2 heures

Les documents et les calculatrices ne sont pas autorisés.

Exercice 1

Montrer par récurrence que, pour tout n € N, 'entier 10°"+2 4 103"+1 4 1 est divisible par 111.

Exercice 2

La proposition P A Q = (—=P) V Q est elle vraie ? (On utilisera les tables de vérité).

Exercice 3

Soit E un ensemble. Pour tout sous-ensemble A de E, on note A le complémentaire de A dans
E. Si A et B sont deux sous-ensembles de F, on note A — B = AN °B.

1 - Donner la fonction indicatrice de A — B en fonction des fonctions indicatrices de A et de B.

2 - En utilisant les fonctions indicatrices, montrer que, si A, B et C' sont des sous-ensembles de

E, alors
AN“(A-B)Nn“(A-C)=AnBnC.

Exercice 4
Les fonctions définies ci-dessous sont-elles surjectives ? injectives 7 bijectives 7 Justifier vos
réponses.
1 - Soit f:7Z x (N—{0}) — Q définie par f(n,m) = 2.
2 - Soit g : N x N — N définie par f(n,m)=2"3™.

Exercice 5

Soit n un entier, n > 1.

1 - On suppose que n se décompose en n =pg oup > 2, g > 2 et p # q. Déterminer le reste de
la division euclidienne de (n — 1)! par n.

2 - On suppose que n se décompose en n = p? olt p > 2. Déterminer le reste de la division
euclidienne de (n — 1)! par n.

3 - On suppose dans cette question que n > 3 est un nombre premier. Que peut on dire du reste
de la division euclidienne de (n — 1)! par n.



ARITHMETIQUE ET GROUPES Année 2005-2006
Université Paris XII MIAS 1
UFR de Sciences Logique et Nombres

Examen du 8 Septembre 2000
Durée : 1 heure 30

Les documents et les calculatrices ne sont pas autorisés.

Exercice 1 : Montrer par récurrence que, pour tout n € N, 53" + 1 est divisible par 371,

Exercice 2 : Soient trois ensembles A, B, C tels que
AUBCAUC et ANBCANC.

Que peut on dire des deux ensembles B et C' ?

Exercice 3: On considere le nombre

N = 25456 4 97564 | 9645
Est ce que N est un multiple de 3 7 un multiple de 5 ? un multiple de 7 7

Exercice 4 : Si x et y sont deux entiers, on note x A y le pged de x et de y. Déterminer une
solution du systeme

zANy = 21
> +zy+y?> = 5733
dans Z2.
Exercice 5 : On veut résoudre, dans Z/21Z, Péquation &> — 1=0.

1 - Montrer que z € Z vérifie x> —1 =0 [21] si et seulement si (22—1=0 [3Jet2z3—-1=0 [7]).

2 - Déterminer ’ensemble des solutions de 2> — 1 = 0 [3] ainsi que I’ensemble des solutions de
»¥»—-1=0 [7.

3 - Déterminer a,b € Z tels que 3a+7b = 1.

4 - Déterminer 'ensemble des solutions de #° — 1 = 0 dans Z/21Z.

Exercice 6 : Déterminer toutes les solutions (z,y) € Z? du systéme

{ r—y = 1 6]
3x+2y = 2 [7]



ARITHMETIQUE ET GROUPES Année 2005-2006
Université Paris XII MIAS 1
UFR de Sciences Logique et Nombres

Examen du Mardi 11 Septembre 2001
Durée : 2 heures

Les documents et les calculatrices ne sont pas autorisés.

Exercice 1 : Soit a € Z tel que a =1 [3]. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, a®" —1
est divisible par 3711,

Exercice 2 : Soit f une fonction de R and R. Les assertions suivantes sont elles VRAIES ou
FAUSSES 7

(i) f est surjective si et seulement si VB C R, JA C R tel que f(A) = B.

i)
(i)
i)
)

f est surjective si et seulement si VA C R, 3B C R tel que f(A4) = B.
(iii) f est injective si et seulement si VA C R, f~1(f(A)) D A.

(iv) f est injective si et seulement si VA C R, f~1(f(A)) C A.

Exercice 3 : Déterminer le reste de la division euclidienne de
1422+ 33+... 42000200 4 2001200

par 3.

Exercice 4 : Déterminer toutes les solutions du systeme

3x—4y = 3 (7]
{ 20—y = 2 (5]

dans Z2.
Exercice 5 : Pour tout a € R, on considére dans R? la relation

(2, y)Ra (2',y) (3(n,m)€Z2 r=a'4+n+ma et y=y +m).

1- Montrer que R, est une relation d’équivalence.

2- Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et a’ pour que

R?/R, =R?*/Rar.

10



ARITHMETIQUE ET GROUPES Année 2005-2006
Université Paris XII MIAS 1
UFR de Sciences Logique et Nombres

Examen du Mercredi 11 Septembre 2002
Durée : 2 heures

Les documents et les calculatrices ne sont pas autorisés.

Exercice 1 : Montrer en utilisant une récurrence sur k que, pour tout n € N — {0} et pour tout
k=0,...,n—1ona

k
(-1l =(-1)"Cpy.
=0

J

Rappel : CF = #ﬂw et par convention 0! = 1.

Exercice 2 : On dit qu'un ensemble F' C R est fermé si

V(zn)n>0, Tn € F, (3:10 €R z= lim xn) = (z € F).

n—oo
1 - Nier assertion ” F' est un fermé de R”.

2 - Les ensembles suivants sont-ils des fermés de R ? Fy =]0,1], F» = [0, 1], F3 = { : n > 1}U{0},
Fy={% : n>1}. Justifier votre réponse.

Exercice 3 : Déterminer I'exposant de 7 dans la décomposition en facteurs premiers de 100! et
de 1000!.

Exercice 4 : On considere le nombre
N = 19992095 4 20012993 4 20032001 4 20051999,

1 - Déterminer le reste de la division euclidienne de N par 7,et par 8.

2 - Déterminer le reste de la division euclidienne de N par 56.

Exercice 5 : Résoudre dans Z/29Z 1’équation

22+ 232 —16 = 0.

11



ARITHMETIQUE ET GROUPES Année 2005-2006
Université Paris XII MIAS 1
UFR de Sciences Logique et Nombres

Examen du mardi 8 septembre 2003
Durée : 2 heures

Les documents et les calculatrices ne sont pas autorisés.

Exercice 1

Pour tout n > 1 on note

~ 1 1 1 1

S, = = e

;jx(jnLl) 1><2+2><3+ +n><(n+1)
n

n+1

Montrer que, pour tout n > 1 on a S, =

Exercice 2
On dit qu'un réel x appartient a I’adhérence d’un ensemble F' C R si :
Yo > 0, Jy e F, |z —y| < 0.

1 - Nier l'assertion "z appartient a ’adhérence de I’ensemble F”.
2 - Soit z un élément de F', est ce que x appartient a l’adhérence de F' 7

3 - On note F I'ensemble des points qui appartiennent & I’adhérence de ensemble F. Déterminer
F dans le cas ou : F:Z,F:{% :n>1} F=QnJ0,1].

Exercice 3

Déterminer I'exposant de 11 dans la décomposition en facteurs premiers de 100!, de 1000! et de
10000!.

Exercice 4

1 - Enoncer le Petit Théoreme de Fermat.
2 - Soit n > 1. Montrer que 2, 3 et 5 divisent n (n* — 1).
3 - Enoncer le Théoreme de Bezout.

4 - Soit n > 0. Montrer que les entiers n + 1 et 2n? + n sont premiers entre eux.

12



ARITHMETIQUE ET GROUPES Année 2005-2006

Université Paris XII DEUG-MIAS 1
UFR de Sciences Logique et Nombres

Examen du vendredi 3 septembre 2004
Durée : 1 heure 30

Les documents et les calculatrices sont interdits.

Exercice 1 Vérifier que, pour tout a € N, a # 0, entier (a + 1)5 — a® — 1 est divisible par 5a.

En utilisant une récurrence, montrer que, pour tout n € N, 65" — 1 est divisible par 571,

Exercice 2 Les fonctions définies ci-dessous sont-elles surjectives ? injectives ? bijectives 7
Justifier vos réponses.

—1)"
1 - Soit f: N — Z définie par f(n) = ( 4> (2n+ 1+ (=1)"h).

2 - Soit g : Z x Z — Z définie par f(n,m)=2n+ 3m.

Exercice 3 Déterminer I'exposant de 7 dans la décomposition en facteurs premiers de 100!,
1000! et 10000!.

Exercice 4 On consideére sur R?| la relation R définie par : (z,y) R (z',9') si et seulement si
Jn,m) €72 (2,y) = (2 +n, (—1)" (¢ +m)).

Montrer que R est une relation d’équivalence sur R2.

Exercice 5 Déterminer toutes les solutions n € Z de 1’équation

n?+n+1=0 [7]

13



