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R&urn& Nous proposons un nouvel algorithme de type Hastings-Metropolis, dans lequel la loi 
instrumentale apprend progressivement la densit cible, accClCrant ainsi la convergence. 
L’algorithme utilise comme loi instrumentale au pas n un histogramme de la densit 
de l’algorithme ?I cet instant, construit B partir d’un nombre croissant de chaines 
paralkles i.i.d. L’algorithme non homogkne obtenu converge en n avec une vitesse 
gCom&rique plus forte qu’un algorithme de Hastings-Metropolis classique utilisant 
une loi instrumentale arbitraire. 0 AcadCmie des Sciences/Elsevier. Paris 

A Hasting-Metropolis algorithm with learning proposal 

Abstract. We present a non-homogeneous Hastings-Metropolis algorithm for which the proposal 
density approximates the target density, as the number of iterations increases. The 
proposal at the n-th step is a non-parametric estimate of the density of the algorithm, 
and uses an increasing number of i.i.d. copies of the Markov chain. The resulting 
algorithm converges (in n) geometrically faster than a Hastings-Metropolis algorithm 
with an arbitrary proposal. 0 AcadCmie des Sciences/Elsevier, Paris 

1. Introduction 

L’algorithme de Hastings-Metropolis (voir [2]) permet de g6ntrer une chaine de Markov (x(~)) 
homogbne de loi stationnaire de densit f, A partir d’une den&C q(y 1 X) appelCe Zoi instrumentale, et 
de la connaissance analytique de f a une constante p&s. Les propriCt& d’ergodicitk et de convergence 
ont CtC largement CtudiCes dans la littkrature (voir [5] pour un r+mC), et Holden L[3] a proposC 
r6cemment une mesure qualitative de la vitesse de convergence en terme de proximitC iie q B f, sous 
des hypoth&ses classiques assurant la convergence gComCtrique sur un compact. 

Nous supposons disposer ici d’une loi instrumentale q. assurant cette convergence gCom6trique 
avec une vitesse dCterminCe. L’idCe naturelle que nous prt%entons consiste A remplacer, apr&s 
quelques itirations, qo par des lois instrumentales &, approchant progressivement f, en exploitant la 
connaissance de f dont on dispose au travers de la densit p” de la loi de l’algorithme & l’it&ation n. 

Note prksenthe par Paul DEHEUVELS. 

0764~4442/99/03290173 0 Acadtmie des Sciences/Elsevier, Paris 173 



D. Chauveau, P. Vandekerkhove 

La convergence de pn vets f, assuree pour ~0, suggbre de prendre pour qn un estimateur non 
parametrique de p” construit a partir de N(n) copies i.i.d. de (x(“)). L’algorithme inhomogene 
resultant converge avec une vitesse geometrique meilleure que celle don&e par qo. 

2. Un algorithme de Hastings-Metropolis inhomogkne 

Soient R c R” et f la densite cible, strictement positive sur R, minoree par une constante a > 0. 
Cette hypothese sur f (deja presente dans [3]) est restrictive, mais l’extension a des situations plus 
generales est a l’etude, et l’algorithme present6 ici est utilisable empiriquement dans les applications. 
Nous donnons dans cette section le comportement theorique d’une version de l’algorithme de Hastings- 
Metropolis utilisant une suite qn de lois instrumentales (que nous preciserons a la section 3), resultant 
en un algorithme inhomogene de mesure invariante de densite f (l’utilisation des resultats de 
Holden [3] dans un contexte inhomogene different a Cgalement CtC propose par Vandekerkhove [4]). 
Une iteration xc”) -+ x(“+l) de l’algorithme de loi instrumentale qn, pour une chdne initialisee 
suivant 2(O) - p”, est : 

1. tirer y - qn(.) 

2. calculer a,(y,z(“)) = min 
{ 

1 
f(Y) 4n (x’“‘) 

’ f(x(n))qn(Y) 1 

3. prendre x(~+') = ' 
{ 

avec probabilitk %(Y, @)), 

xc(n) avec probabilitk 1 - (Y,(y, 26”)). 
Nous utiliserons des densites qn strictement positives sur 0. Posons : 

Qn(x, Y) = min h(x) ; 
-i 

qn(fO&‘x)j, R”(x) = ($f$ - 1) et rZzf = ;trg{lR”(x)I}. 

LEMME 1. - Soit qn une densite’ SW Cl. Alors, pour tout y E Cl, J, Qn(x, y) dx 5 1, el 

Dkmonstration. - Elle est semblable a celle donnee dans [3] pour le cas homogene, avec ici une loi 
instrumentale qn et une quantite Qn. dependante du pas de l’algorithme. 0 

PROPOSITION 1. - Si, au pas TL, qn(x) 2 a,f(x) pour tout z E R, avec a, l ]0,1[. Alors, 

P”+‘(Y) - - 1 < (1- a,)s 
f(Y) .:1:{1%-1~}. (2) 

DLmonstration. - Analogue a celle de Holden [3], en utilisant (1) et en verifiant que la condition 
qn(x) L 4(x) impWe Qn(x,y) 2 ad(x). q 

3. L’histogramme comme densit de la variable instrumentale 

Considerons une infinite de copies i.i.d. de l’algorithme de Hastings-Metropolis inhomog&e VU 
a la section precedente et defini pour une suite de lois instrumentales de densites qn constktes de 
la man&e suivante : soit T = (0, tl, . . , ti, ti+l,. . .) une partition arbitraire de N. On definit alors 
la suite qn relativement a T par : 

(3) 
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oti HN(OJ est une loi 40 arbitraire satisfaisant qo(x) 2 aof( x E R, avec a0 ~]0,1[; HNcti) 
est l’histogramme de la densitk de l’algorithme de Hastings-Metropolis inhomog&ne g l’instant ti 
bask sur N(ti) copies i.i.d. de l’algorithme, et @Net,) une modification de cet histogramme si une 
certaine condition C(ti) n’est pas verifiCe par l’khantillon. Notons que les chdnes utiliskes pour 
construire HN(~,) au pas ti doivent ensuite &tre CliminCes, afin de prkserver l’indkpendance entre 
les chaines restantes. 

Rappelons la definition de l’histogramme dans notre cadre. Nous identifierons sans perdre en 
gCnCralitC notre compact R ?i [0, 11”. Soit T~(,),~ une partition rectangulaire de [0, 11” dkfinie par : 

KN(n),q = [(41 - l)hN(n), Qlhv(n) [ x . . . x [(!IS - VW(n)> aAv(n) [, (4) 

oil q = (Ql,... , qS) E Z” et hi est un rkel positif dCpendant de N(n) dksignant la largeur des 
classes de la partition et destink 2 tendre vers 0. L’histogramme s’krit alors 

(5) 

oti PAT(B) reprksente le nombre de points de l’khantillon qui appartiennent au borelien B. 11 peut 
arriver que dans certaines classes le rksultat de ce comptage soit nul. Cette CventualitC est marquke 
par la condition c(n) (et C(n) pour son contraire) dans l’expression (3). Faute de pouvoir prendre 
exactement l’histogramme pour qn lorsque C(n) est vCrifiCe, car alors la condition de minoration 
de la proposition 1 est violte, nous proposons de modifier l&g_gbrement l’histogramme de manibre B 
le rendre positif partout, et notons cet histogramme modifit HN(,). Nous avons alors la proposition 
suivante, dont la dkmonstration est directe 5 partir de (2) : 

PROPOSITION 2. - Pour la suite de densitks (qn) dkjinies en (3) il existe une suite de nombres (a,), 
a, E]O, l[, telle que q,(2) L. a,f(z), II: E R, et jR”+‘(y)I L nz=,(l - ak)R$. 

La proposition ci-dessous donne une inCgalitC exponentielle 5 distance finie pour l’histogramme 
HNcn) = HN basC sur N rkalisations i.i.d. de p” : 

PROPOSITION 3. - Soient f une densite’ strictement positive C-lipschitzienne sur 0, HN 1 ‘histogramme 
don& par (5), et E > 0. Posons SN,, = 2a(l - ao)nRif + fihNC. Alors les conditions 

hN -+ 0, Nh”,” 2 (2O/(e - a~,,)~) pour N > NO, n > 720, (6) 

02 TLO et No sont tels que (E - SN~,%,,) > 0 et (E - SN,,na)h&O 2 1, entrainent : 

$ [ ;~p, ~HN(x) - p”(z)1 > E] 5 3exp [ - Nh$$(& - 6~,~)~/25], pour 72 > no et N > No. (7) 

Dkmonstration. - On identifie comme pr&Cdemment R g [0, 11”. On a : 

Le premier terme est contr81C B partir d’une inCgalitC exponentielle pour la loi multinomiale ([l], 
p. 174), qui exige que hN ne tende pas trop vite vers 0 (condition (6)), et que N et R soient 
assez grands. Le second terme est contrGlt grke a l’hypothkse f lipschitzienne et g la convergence 
gComCtrique de pn vers f avec vitesse (1 - ~0)~ qui permet d’avoir, sur chaque classe KN,q : 

SUP IE[Hdd] ++)I L szzN, IP%:) -p”(y)1 I siv,,. 
ZETN,q / , 

q 
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4. OptimalitC de l’algorithme 

Nous montrons que l’algorithme avec apprentissage sequentiel converge plus rapidement vers f, 
en n, que tout algorithme de Hastings-Metropolis homogene usuel utilisant la loi instrumentale 
arbitraire qo (cet algorithme classique converge avec la vitesse (1 - ~0)~ vers f, voir [3]). Au pas n 
de l’algorithme sequentiel, qn est soit HNcn), soit fry(n) (on suppose ici que T = (0, 1,2,. . .) pour 
alleger les notations). Posons alors A, = {UC(,) = 0}, B, = {a, < a0 1 A;} et C, = {a, < a~}, 
I’CvCnement B, signifiant que qo est un meilleur candidat au sens de (2) que l’histogramme IIN 
choisi au pas n, et C, signifiant que q. est un meilleur candidat que qn. La proposition ci-dessous 
exprime le fait que I’on utilisera infiniment souvent une loi instrumentale meilleure que qo (plus 
proche de f et done de constante de minoration a, > ao), obtenant ainsi un algorithme plus rapide. 

PROPOSITION 4. - Si le nombre N(n) de copies i.i.d. de l’algorithme kquentiel, et la jinesse hN(,) 
de la partition utilisks pour construire HNcn) ve’ri$ent les conditions de la proposition 3, et 

N(n)@&) 2 clog(n), 
- 

(8) 

oLi c est une constante calculable, alors P(hm A,) = P(lim Bn) = P(GC,) = 0, et l’on a : 

P[ niGa { fi(1 - Uk) > (1 - ao)n}] = 0. 
k=l 

D&monstration. - On se ram&e aux probabilites de deviation pour l’histogramme : 

(9) 

(10) 

et (7) permet de conclure grace a un argument de Borel-Cantelli car Cn>O P(A,) < +KI pour 
une vitesse adaptee N(n) hzcn, 2 CN,~(CX) log(n), oti CN,~(Q) M 25,f3/cr2, 3 > 1. Une expression 
analogue a (10) est obtenue pour B,, enfin P(G) 5 $(A,) + (1 - P(A,))P(B,). On en deduit 
alors (9). 0 

5. Mise en aeuvre 

Une implementation de cet algorithme approchant la situation theorique est possible en considerant 
un nombre a priori fix6 de chaines i.i.d., divise en k paquets. A l’instant ti, i = 1, . . . , k, on utilise 
le i-eme paquet de N(ti) chaines pour construire HNct,). L’algorithme inhomogene utilise done des 
.lois instrumentales qui apprennent f de mieux en mieux, et il devient homogene de loi instrumentale 
HN(~~J apres tk (le k-ibme paquet pouvant Ctre reduit a une settle chaine d’un algorithme plus rapide 
que celui associe B qo). Cet algorithme semble particulierement adapt6 aux situations dans lesquelles la 
loi f est multimodale. Dans ce cas en effet, les lois instrumentales proposees favoriseront rapidement 
les sauts entre modes deja << decouverts >>, accelerant ainsi l’exploration du domaine d’interet. 

RCfkrences bibliographiques 

[l] Bosq D., Lecoutre J.-P., ThCorie de l’estimation fonctionnelle, Economica, Paris, 1987. 
[2] Hastings W.K., Monte Carlo sampling methods using Markov Chains and their applications, Biometrika 57 (1970) 97-109. 
[3] Holden L., Geometric Convergence of the Metropolis-Hastings Simulation Algorithm, Preprint, Norwegian Computing 

Center, Oslo, Norway, 1996. 
[4] Vandekerkhove P., A Sequential Metropolis-Hastings Algorithm, Preprint, Universita di Pavia, Italy, 1998. 
[5] Robert C.P., M&thodes de Monte-Carlo par chaines de Markov, Economica, Paris, 1996. 

176 


