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Chapitre 1

Introduction

Ce document de syntlese rassemble les travaux de recherclyge j'ai e ectwes de-
puis le cebut de ma these de doctorat. Mon travail s'articu le autour de deux grands
tremes : les moctlesa donrees manquantes et les algorltmes stochastiques. Je me
suis initea ces deux sujets durant ma these, faitea Mon tpellier et Toulouse durant
les anrees 1993-97, et le post-doc que j'ai e ecte ensuéa l'universite de Pavie (Ita-
lie) en 1997. Je poursuis actuellement leuretude au sein ddaboratoire d'Analyse
de Mattematique Appligees de Marne-la-Valke, ai je s uis ma'tre de conkrences
depuis le mois de septembre 1998. Concernant les mockles@onrees manquantes,
je me suis principalement attactea la gereralisation d es moctles de Markov caches
eta letude de nouveaux moctles de nelanges semi-pararatriques. Dans la partie
algorithmique de mon travail, je me suis essentiellement iaress a I'optimisation
des nethodes de Monte Carlo eta letude de deux algorithmesa pas decroissant
dans des contextes non standards. Les quatres ttemes de tearche bien distincts
gue je viens de citer ont en ealie certains points communs qui appara’tronta la lec-
ture de ce document. En e et deux des questions fondamentageabordcees au travers
de mes dierents travaux concernent l'importance de la "qualie” de I'ergodicie en
Statistique, et le réle que peuvent jouer certaines nethales non-paranetriques dans
des contextes habituellement paranetriques ou bayesies. La pesentation gererale
des travaux (ainsi que sa traduction anglaisea suivre) dcrit de manere aussi peu
technique que possible les motivations, esultats et apgtations de mes dierentes
contributions aux domaines peedement cies. Dans certaines parties consacees
a la pesentation cetailee de mes travaux, j'ai choisi , dans un souci de valorisa-
tion, d'illustrer les avan@es nuneriques apporees par nos approches aux moyens de
guelques outils graphiques. De méme, lorsque nos nethodeont pu étre tesees sur
des donrees eelles, j'ai choisi de rappeler le contextegerimental de letude ainsi
gue les conclusions que nous avons pu apporter. La liste de sipublications, articles
soumis ou en peparation gurent au chapitre 6 et les ek rences, respectivement de
la forme [Al] ou [B1] dans le texte, renvoienta cette liste. Une bibliographie gure
a la n de ce document et les etrencesa cette bibliogra phie sont faites en citant
le(s) auteur(s) ainsi que l'anree de l'article (ou livre) concerre.
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1.1 Pesentation gererale des travaux

Je pesente dans ce qui suit les travaux acacemiques edkes durant mon par-
cours de recherche. Dans un souci de clarg, je tiensa peiser que les travaux [Al]
et [A2] cecoule directement de ma these de doctorat et que A4] aet obtenu durant
mon post-doc.

Comme il I'a cepet dit dans le paragraphe peedent , mes travaux s'articulent
autour de quatre ttemes principaux : les moceles de Markovcactes; les mockles de
nmelange semi-paranetriques ; lI'optimisation des nethodes de Monte Carlo (et leur
utilisation pour letude des chames de Markov); et enn | es algorithmes stochas-
tiguesa pas cecroissant.

Mocales de Markov cacles

Dans cette premere partie, je m'ineressea diverses questions en lien avec les
moctles de Markov cactes (MMC). La premere question concerne I'hypotrese de
stationnarie dans letude de l'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV)
pour les chames de Markov cachtees (CMC). Baum et Petrie (266) etudient 'TEMV
pour les CMC en montrant que la log-vraisemblance normalise (par la taille de
lechantillon) d'une CMC a le méme comportement asymptotique que la moyenne
empirique du log des probabilies conditionnelles satuees (probabilie conditionnelle
de l'observation sachant le pass in ni de la chane obseee). Ces auteurs utilisent
alors I'hypothese de stationnarie pour en deduire que | es probabilies condition-
nelles satuees constituent une famille de variables a&toires invariantes en loi sous
l'oerateur retard. Cette remarque leur permet en e et d' etablir que, pour toute
valeur du paranetre, la log-vraisemblance normalise des CMC \eri e le theoeme
ergodique et converge presque slrement vers une guantionction du pararetre)
appeke entropie et satisfaisant la propret dite de contraste. L'objet du travail,
fait durant ma these de doctorat en collaboration avec Dominique Bakry et Xavier
Milhaud [Al], consiste essentiellementa montrer que letude meree par Baum et
Petrie peut setendre au cas des CMC partant d'une condition initiale ceterministe.
L'argument ck de la preuve pour ce travail est I'utilisati on d'une technique de cou-
plage permettant de comparer e cacement le comportement dela log-vraisemblance
d'une CMC sous une condition initiale arbitraire, avec cele d'une CMC cemarrant
sous le egime stationnaire. Nous montrons aussi dans [Alp propree LAN (local
asymptotic normality) pour les CMC.

A la suite de ce travail, j'ai eu l'opportunie de travaille r (dans le cadre mon
post-doc) avec Paolo Giudici et Tobias Ryden [A4], sur des pobemes de test pour
les MMC. En utilisant les travaux de Bickel et al. (1998) et certains esultats d'iden-
ti abilie pour les familles de nelanges multivares, n ous etablissons des tests de
type rapport de vraisemblance permettant de traiter des hypotheses ponctuelles ou
composites sur les paranetres du mocele. Nous appliquonsle plus notre travail sur
des donree eelles de pollution. Les moctles utilises ®nt alors des MMC graphiques
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sur lesquels il s'agit de tester des 2ros dans l'inverse da matrice de corelation des
vecteurs obsenes (supposs gaussiens conditionnelleanta la chame sous-jacente).

Avec Laurent Bordes [A7], je me suis ineressea un mockle de Markov partielle-
ment cacte trouvant un inerét naturel dans le domaine de la Fiabilie. Il s'agit d'un
MMC pour lequel I'information portant sur l'atteinte d'un etat »>e de la chame sous-
jacente est sysematiquement connue. Une telle situationse rencontre par exemple
lorsqu'un syseme est en fonctionnement et que I'on souhde faire de l'inerence sur
son mocele de cegradation (suppose markovien) au travers de certaines variables
observables (temperature, niveau vibratoire, etc.). En cas de panne nous pouvons
consicerer que nous avons atteint de manere stre le piretat de degradation du sys-
tme. Nous montrons pour ce mockle la consistance et la nanalie asymptotique de
I'EMV sous des conditions plus faibles que celles exigeesaur les MMC classiques.
Notons en particulier que I'nypottese d'aperiodicie, cruciale dans letude de Baum
et Petrie (1966) et dans tous les travaux qui ont suivi sur l'inerence des MMC, n'est
ici plus recquise.

Je conclus en n cette partie avec l'introduction et letud e, faite dans [A8], d'une
nouvelle classe de processusa donrees manquantes. |l gia des nmelanges Marko-
viens de processus de Markov dont la ¢k nition consiste en& mise bouta bout de
trajectoires de processus de Markov mutuellement incepedants, le choix des tra-
jectoires s'operant au moyen d'une chane de Markov non oBeree. En raison de
la grande complexite de la vraisemblance assoceea ce mile et des nombreuses
impasses techniques qu'elle engendre, je me suis ineressl'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance des donrees tronquees (EMVT) introduit par Ryden (1994).
Je montre, sous des conditions standards d'identi abilite, de egularie et de ne-
langeance des processus, la consistance et la normalie yamptotique de I'EMVT.
Une des principales di cules assoceesa ce type de mocdele etant la paranetrisa-
tion des densits des mesures invariantes assoceesa elgque processus, j'indique une
proedure de Monte Carlo permettant de les estimer ponctudiement. Cette etape
cruciale permet de calculer en pratique la vraisemblance dedonrees tronquees pour
toute valeur du paranetre. Je montre d'autre part que les hypotteses assurant la
consistance et la normalie asymptotique de I'EMVT sont satisfaites dans le cadre
de nelanges de processus autoregressifs d'ordre 1 gaussie

Moctles de nelange semi-paranetriques

Dans cette deuxeme partie, je pesente diverses contibtionsa letude des mo-
tles de nelanges semi-paranetriques. Les mockles auguels nous nous ineressons
ontek inspies par Hall et Zhou (2004). Le premier moce le,etude en collaboration
avec Stphane Mottelet et Laurent Bordes [A9], est un modde de nelangea deux
composantes symnetriquesegalesa un paramnetre de localkation pes. Le deuxeme
(utilie dans l'analyse des puces ADN),etude en collaboration avec Geline Delmas
et Laurent Bordes [A10], corresponda un nelangea deux canposantes dont l'une
est connue et l'autre est simplement suppose synetrigueautour d'un paranetre de
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localisation inconnu. Nous abordons en cetail le probeme de l'identi abilie et pro-
posons des nethodes d'estimation des paranetres eucligins pour ces deux moctles.
L'existence de formules d'inversion permettant d'isoler h loi des composantes incon-
nues, coupke avec I'hypothese de synetrie, nous permetent d'exhiber des mesures
de discepance sur l'espace des paranetres, induisant asi des proedures d'estima-
tion naturelles de type minimum de contraste. Une utilisation "plug-in" des formules
d'inversion permettent alors de reconstituer les paranetes fonctionnels (fonction de
epartition et densike) inconnus des moctles. Nous montrons la consistance de nos
proedures d'estimation ainsi que certaines vitesses deonvergence presque sires.
Dans un travail en cours [B1], nous montrons pour le deuxene moctle, un treoeme
central limite (TCL) fonctionnel assoce a I'estimateur du vecteur des paranetres
constite par : la proportion du rrelange, le paranetre de localisation, et la fonc-
tion de epartition de la composante inconnue. Ce dernier esultat nous permet de
cevelopper des pro@dures de test concernant des hypotises ponctuelles sur les pa-
ranetres euclidiens ainsi que I'nypottese de synetrie sur la composante inconnue.
Nous appliquons respectivement les moctles peedenta des donrees de pluvio-
nmetrie eta un probeme eel de comparaison de gestation chez les bovins issus de
l'inemination arti cielle ou in vitro .

A la n de cette partie, je pesente un travail concernant le s aspects algorith-
miques de l'estimation du premier moctle. Ce travail, eali® en collaboration avec
Didier Chauveau et Laurent Bordes [A12], propose d'adaptef'algorithme EM (Ex-
pectation/Maximisation) classique eny ajoutant uneetap e d'estimation de la densie
inconnue. Nous donnons une explication heuristiquea cei approche et montrons
par des simulations que cette nethodologie donne de tes bns esultats avec des
temps de calculs beaucoup moins longs que ceux cerees pales nethodes d'opti-
misation classiques.

Methodes de Monte Carlo

Dans cette troiseme partie je pesente une rie de travaux, tous e ectwes en col-
laboration avec Didier Chauveau, concernant I'anelioration de certaines nethodes
de Monte Carlo par chane de Markov (MCMC). La premere approche que nous
avons envisagee dans [A6], avait pour but d'aceekrer la vitesse de convergence de
l'algorithme dit de Hastings-Metropolis (HM). L'algorith me de HM gerere, au moyen
d'un mecanisme d'acceptation/rejet sur des donrees simuiees au moyen d'une loi ins-
trumentale, une chame de Markov dont la loi invariante a paur densie une densie
souhaite. Divers auteurs, comme Menegersen et Tweedie 996) ou Holden (1998),
ont mis enevidence les liens entre la vitesse de convergemale cet algorithme et la
proximie entre la loi cible et la loi instrumentale. Etant donre la convergence (méme
lente) des densits de l'algorithme de HM vers la densit dble, il nous est apparu
ineressant d'estimer non-paranetriquement ces densies en gererant plusieurs algo-
rithmes de HM en paralkle (i.i.d.) et de les exploitera le ur tour comme densies de
nouvelles lois instrumentales (facilement simulables enaison de la structure de ne-
lange des estimateursa noyaux). Nous montrons, dans le cad de densiesa support
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compact, et pour un nombrea priori aussi grand que I'on veutd'algorithmes en pa-
ralele, que notre proedure gerere des algorithmes agymptotiquement plus rapides

gue tout algorithme de HM utilisant une loi instrumentale ar bitraire. Nous pesen-

tons des simulations ealises en dimension 1 et 2 illustant le rendement important

de ce type d'approche facea des algorithmes de HM standarde@me convenable-
ment calibes.

La deuxeme contribution au domaine des MCMC, eali®e dans [B3], , porte sur
une nrethode destireea herarchiser I'e cacie de div erses approches/straegies face
a un probeme de simulation par chahe de Markov. Considerons par exemple deux
algorithmes de MCMC ayant pour but de simuler la méme loi. Il est alors ineressant
de connatre l'algorithme qui converge le plus rapidementvers sa loi stationnaire.
Pour epondrea ce type de question nous devrions &tre en masure d'estimer une dis-
tance entre la densit des algorithmes et la densie cible or cette dernere n'est en
cereral connue qua une constante de normalisation pes (cadre bayesien). On peut
cependant remarquer que la dierence des distances de Kullack entre la densit
des algorithmes et la densit cible est incependante de cie constante de normalisa-
tion ; ainsi l'estimation de ces dierences et I'analyse deleur comportement au cours
des premeres ierations pourrait s'averer un outil syn tretiqgue permettant de mieux
appehender la qualie relative de chaque algorithme. Partant de ce constat, nous
avons choisi d'estimer ces dierences de distance de Kullack au moyen de plusieurs
algorithmes lan@s en paralele. La nethode d'estimation utilie repose sur l'esti-
mateur de l'entropie introduit par Gy er et Van Der Meulen (1989). La principale
di cule de notre travail aee de montrer que les conditi ons techniques assurant la
consistance des estimateursetaient satisfaites pour ledensies successives de l'algo-
rithme de Hastings-Metropolis au prix de certaines hypotleses (toutes \eriees dans
le cas gaussien).

Nous avons en n un travail en cours (voir Lavanant, 2007) surune proedure
permettant d'aneliorer les performances de la nethode déchantillonnage d'impor-
tance (traduction de importance sampling. Lechantillonnage d'importance permet
de calculer des esprances de fonctions test au sens d'unersie connue a une
constante de normalisation pes. Le principe de cette nethode utilise un rapport
de loi forte des grands nombres portant sur des fonctionneds dechantillons instru-
mentaux judicieusement choisies. Comme pour l'algorithmede HM, il est admis que
la qualie de l'estimation (variance) parechantillonna ge d'importance est leea la
ressemblance entre la loi instrumentale et la loi cible. A nd'augmenter cette ressem-
blance, nous proposons un estimateura noyau de la loi ciblautilisant lechantillon
instrumental, la connaissance de la densie instrumentaé, et le nunerateur de la
densit cible. Nous conjecturons qu'en adaptant le traval de Gire et Guillou (2002),
nous devrions pouvoir montrer que notre estimateur est unibrnrement convergent
et peciser une vitesse de convergence presque sre (epdante de la dimension du
probeme). Letape de reechantillonnage, au sens de cé estimateura noyau repon-
ke, peut s'apparentera une version lisee de la neth ode de reechantillonnage par
poids d'importance (voir, e.g. Cappe et al., 2005), couramment utilie en lItrage
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particulaire ou dans les approches bayesiennes.

Nous concluons cette partie consacee aux nmethodes de Mdr Carlo, par un tra-
vail [A11] concernant l'estimation de l'entropie des chafes de Markov.Etant donre
le noyau de transition d'une chane de Markov (suppo% sinalable), on s'ineresse
a la possibilieeventuelle de pouvoir repesenter de m anere consistante levolution
dans le temps de la distance de Kullback entre les lois de deusha™mes partant de
conditions initiales dierentes, ou entre la loi d'une cha’™me et sa loi stationnaire,
lorsque celle-ci est connue (et simulable). Nous proposormour cela un estimateur
de type double Monte Carlo permettant d'estimer I'entropie de la chame contre sa
concurrente ou bien sa loi stationnaire. Nous montrons la cesistance et la normalie
de nos estimateurs sous des conditions faibles de momentsobk mettons en n en
oeuvre notre methode pour tester la stabilie de processis autoregressifs d'ordre 1,
et pourevaluer la vitesse de convergence (au sens de Kullick) dans le TCL pour
desechantillons i.i.d. suivant diverses lois (Student, Uniforme, etc.).

Algorithmes stochastiquesa pas acroissant

Cette dernére partie est consaceea la convergence de dux algorithmes stochas-
tiguesa pas cecroissant. Dans [A2] je m'ineresse au conportement en temps long
de l'algorithme du recuit simuk lorsque le potentiel n'est pas \parfaitement connu’,
mais peut &tre approcte par une suite d'estimateurs unifgnement convergents ad-
mettant une vitesse de convergence presque slre su sammemapide. Avec Pierre
Tares [B2] nousetudions un criere de convergence pour l'algorithme du bandita
deux bras dans le cas au les bras sont simplement suppossgodiques. Notons que
cette extension non triviale du cas i.i.d. laisse entrevoirdes applications ineressantes
de cet algorithmea la nance (allocation de portefeuilles d'actions).

1.2 General overview of the contributions (English ver-
sion)

In this chapter, | introduce the organization of my HDR (Habi litationa Diriger
des Recherches) report. This work contains four main partsThese parts are respec-
tively dedicated to Hidden Markov Models; new semiparametic mixture models;
Monte Carlo optimization methods and application to Markov chain behavior ana-
lysis; and the study of two non-decreasing stochastic algithms.

Hidden Markov models

In this rst part, |1 consider various questions connected with Hidden Markov
Models (HMMs). The rst question deals with the relevancy of the stationarity as-
sumption in the Maximum Likelihood Estimator (MLE) study fo r Hidden Markov
Chains (HMCs) when the observable process is valued in a ni¢ state-space. Baum
and Petrie (1966) investigate the MLE for HMCs by showing that the normalized (by
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the sample size) log-likelihood of HMCs behaves asymptotally like the empirical
average of its full-conditional log-probabilities. Theseauthors use the stationarity as-
sumption in order to show that the full-conditional probabi lities are a law-invariant
family of random variables under the shift operator. This last point allows them to
establish more speci cally that the normalized log-likelihood of a HMC statis es the
ergodic theorem and converges almost surely to a function ahe parameter called
entropy and satisfying the so-calledcontrast property. The aim of the article writ-
ten in collaboration with Dominique Bakry and Xavier Milhau d [Al] was essentially
to prove that the Baum and Petrie results (consistency and agmptotic hormality)
were still true in the case of non-stationary HMCs. The key idea of the proof was
an e cient coupling technique for the log-likelihood comparison between stationary
and non-stationary HMCs having the same transitions. We al® prove in [Al] the
LAN (Local Asymptotic Normality) property for HMCs.

Following this work, | had the opportunity, during my post-d oc, to collaborate
with Paolo Giudici and Tobias Ryden [A2] on testing problem s for HMMs. Using the
Central Limit Theorem (CLT) for HMMs established by Bickel, Ritov and Rycden
(1998), and standard identi ability results on multivaria te mixture density families,
we propose consistent likelihood ratio tests to treat simpé or composite assump-
tions on the statistical parameter. We apply our work to graphical HMMs where the
natural aim is to test some zeros in the precision matrix of the observed random
vectors (assumed to be Gaussian conditionnally on the unddying Markov chain).

With Laurent Bordes [A8], we introduced a Partially Hidden M arkov Model
(PHMM) that nds natural applications in reliability probl ems. This model is de -
ned as a standard HMM except for the fact that when the underlying Makov chain
reaches a pre-de ned state this information is accessiblea the practitioner. Such
a situation can be found, for example, when the degradation rmadel (assumed to
be Markovian and valued in a nite discrete space) of a systemis to be estimated
through various observable variables (temperature, vibrdory level, etc.), the system
failure being in that case the only observable state of the dgradation process. We
establish the consistency and asymptotic normality of the MLE for this model un-
der weaker conditions than those needed for classical HMMsConsider for example
that the aperiodicity assumption usually made on the underlying Markov chain is
no longer needed in our work.

| complete this part with the study of a new class of missing dé&a models given
in [A8]. | consider the so-called Hidden Markov Mixture of Markov Models (H4M),
which is de ned as follows : ConsiderK mutually independent Markov processes,
labelled from 1 to K, and a Markov chain valued in this label state space ; the vale
at time t of the associated H4M coincides with the value of thé-th Markov process
if the Markov chain is in state i at time t. Because of the huge complexity of the
likelihood for such a model, and the numerous technical di culties it generates, |
proposed to consider instead the Split data Maximum Likelihood Estimator (SMLE)
introduced by Ryden (1994). | prove, under weak identi abi lity and regularity as-
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sumptions, and a mixing property on the processes, that the BILE is consistent and
asymptotically normally distributed. One of the main dicu lties with this model is
the invariant probability density functions parametrizat ion. To solve this problem,
| proposed a Monte Carlo pointwise procedure in order to calalate the split data
likelihood for all values of the parameter. | check in addition that the technical
conditions given to ensure the theoritical results are all atis ed when the (mixed)
Markov processes are rst-order univariate autoregressig Gaussian models. Various
possible applications of this model to biology, ion channed analysis, and EEG signals
are also discussed at the end of [A8].

Semiparametric mixture models

In this second part, | present various contributions to semparametric mixture
models. The models we consider are inspired by Hall and Zhou2Q03). The rst
model, studied in collaboration with Sephane Mottelet and Laurent Bordes [A9],
is a mixture of two symmetric probability densities, equal up to a localization pa-
rameter, whereas the second model, studied in collaboratio with Geline Delmas
and Laurent Bordes (coming from microarray problems), is a wo-component mix-
ture model where one component is known when the other one is$t supposed to
be symmetric with respect to an unknown localization parameer. We study care-
fully the identi ability problems induced by these two mode Is and propose speci ¢
methods to estimate the Euclidean part of their parameters.For each model there
exists an explicit inversion formula allowing us to isolatethe unknown cumulative
distribution function, and a slightly di erent one for the d istribution density, under
the true value of the parameter. This point, coupled with the symmetry assumption
made on the unknown component, then allows us to exhibit diseepancy measures
that induce natural minimum contrast estimation procedures. Once the Euclidean
part of the parameter is estimated, it is thus reasonable to e the inversion formulae
in a\plug-in"way to recover the unknown functional paramet ers of the models. We
prove, under mild conditions, that our estimators are strongly consistent and give
an almost sure rate of convergence under additionnal momerntonditions. In a work
in progress on the second model, in collaboration with Lauret Bordes [B1], we show
that there exists an estimator of the functional parameter | the mixing proportion,
the localization parameter, and the cumulative distributi on function | that sati es
a functional CLT towards a Gaussian process whose covariaecmatrix is given and
computable via a tricky Monte Carlo method. As a consequenceof this result we
propose semiparametric tests to deal with a supposed true Vae of the parameter,
or the symmetry condition on the unknown component. We respetively implement
our methods on real data sets coming from rainfall in US citis and bovine gestation
mode comparison underarti cial or in vitro insemination.

To end this part, | present a work on algorithmic estimation for semiparametric
symmetric two-component mixture models. In this work, donein collaboration with
Didier Chaveau and Laurent Bordes [A12], we propose to adapthe standard EM
(Expectation/Maximization) algorithm by adding a nonpara metric density estima-
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tion step. The role of this additionnal step is to provide a \good candidate" able
to replace the expression of the unknown mixed density in theEM algorithm. We
give a heuristic argument to justify our approach and show, m various simulated
examples, that our method provides very good results in pratice with computing
times much shorter than ones obtained by classical optimizéon methods.

Monte Carlo methods

This third part is dedicated to Markov Chain Monte Carlo (MCM C) optimization
methods, all investigated in collaboration with Didier Chauveau these last few years.

The rst approach we considered, in [A6], was motivated by the acceleration of
the rate of convergence of the Hastings-Metropolis (HM) algrithm. The HM algo-
rithm generates, by using a rejection/acceptation mechaném on a data set simulated
according to a proposal distribution, a Markov chain whose invariant distribution
admits a density function coinciding with a target density function (known up to
normalizing constant). Various authors have exhibited the links between the rate of
convergence of this algorithm and the similarity between the density function of its
instrumental distribution and the target density function . Given a HM algorithm
converging to a target density function, it seemed interesing to us to estimate non-
parametrically its successive densities by generating pailel (i.i.d.) HM algorithms,
and to use them as new proposal distributions for the next stps of the HM algo-
rithm. When the target density function has a compact support, we show that our
procedure converges asymptotically faster than any HM usig an arbitrary proposal
distribution. We also present simulations in dimensions 1 ad 2 that illustrate the
e ciency of our method with respect to a standard HM algorith m (even conveniently
calibrated).

The second contribution to this topic, given in [B3], concens a methodological
approach to organize into a hierarchy the e ciency of various possible MCMC simu-
lation strategies. Let us consider two di erent MCMC algori thms having the same
invariant distribution. It should be interesting to know wh ich one converges faster
to its stationary distribution. To answer this kind of quest ion it would be necessary
to estimate a distance between the succesive densities of @éhalgorithms and their
common invariant distribution, but unfortunately the latt er (posterior Bayesian) dis-
tribution is only known up to a normalizing constant. However, we can notice that
the di erence of the Kullback distances between the algorihm densities and the tar-
get density function do not depend on this normalizing consant. From this remark,
it should be interesting to estimate these di erences and tomonitor their sign and
magnitude during the rts iterations to detect, in a synthet ic way, which algorithm
behaves best. To implement this approach, we used parallellgorithms and the Kull-
back estimation method proposed by Gyrfy and Van Der Meulen (1989). The main
di culty of our work has been to check that the technical cond itions, needed to
prove the consistency of our estimator, are satis ed under easonable conditions on
the ingredients of the algorithms (proposal distribution and target density).
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We recently initiated (see Lavanant, 2007) very promising wrk on importance
sampling method improvements. The importance sampling method allovg one to
calculate the expectation of functions of random variableswhose distribution den-
sity function is known up to a normalising constant. This method, based on the
strong law of large numbers, uses a ratio of conveniently cteen functions of i.i.d.
instrumental random variables. Similarly to the Hastings-Metropolis algorithm, it is
commonly assumed that the quality of this method depends on he similarity bet-
ween the instrumental density function and the target densty function. To increase
this similarity, we propose a honparametric estimator of the target density that uses
the initial instrumental sample, the knowledge of the instrumental density function,
and the analytic form of the target density function. We conjecture that, using work
by Gire and Guillou (2002), we will be able to prove, under sutable assumptions,
the uniform almost sure convergence of our estimator; and tcspecify in addition
a uniform almost sure rate of convergence depending on the wliension of the pro-
blem. Note that the resampling step necessary for this nonpa@metric estimate can
be viewed as a smoothed version of the weighted resamplingleme (see Cappeand
al., 2005) commonly used in particle ltering or Bayesian methads.

We conclude this part dedicated to Monte Carlo Methods with a work [Al11]
concerning entropy estimation for Markov chains. Given a transition density kernel,
assumed to be easy to simulate, we are interested in how to pioin a consistent
way, the evolution in time of the Kullback distance between the laws of two Markov
Chains having di erent initial conditions, or between the | aw of a Markov chain and
its stationary distribution when the latter is explicitly k nown and easy to simulate.
We propose for this purpose a double Monte Carlo type estimair and prove that
it is consistent and asymptotically normally distributed u nder weak moment condi-
tions. We implemented our method in various situations : to dieck the stability of
rst-order autoregressive Gaussian models, and to evaluat the rate of convergence
in the CLT for i.i.d. samples generated according to variousdistributions (Student,
Uniform, etc.).

Decreasing step stochastic algorithms

In this last part, | consider the convergence of two decreasig step stochastic al-
gorithms. In [Al], | study the asymptotic behaviour of the simulated annealing
algorithm when the potential function is not exactly known but can be estimated
recursively with a fast enough uniform almost sure rate of cavergence. In a work in
progress with Pierre Tares [B3], we study a minimal criterion ensuring the conver-
gence of the so-called two armed bandit algorithm when the ans are only assumed
to be ergodic.



Chapitre 2

Mocakles de Markov cacles

Les travaux decrits dans ce chapitre concernent I'inerence statistique pour divers
moctles de Markov caches. lls ont fait I'objet de collaborations avec Dominique
Bakry, Laurent Bordes, Paolo Giudici, Tobias Ryden et Xavi er Milhaud.

2.1 Chanes de Markov Caclees non-stationnaires

Les moctles de Markov cactes (MMC) constituent une vaste ¢tasse de processus
a temps discret dont la literature s'est beaucoup cevel opee ces derneres anrees.
Un MMC est constitte gereralement de deux parties : (i) un e chane de Markov
X = (Xn)n o non-observable; (i) un processus stochastiqu&’ = ( Yn)n o seul ob-
servable. La structure du processuy est gereralement ce nie comme suit : sachant
X les variables akatoires consituantY sont inckependantes et pour tout n 0, la
loi conditionnelle de Y, sachant X ne depend que deX,. Lorsque X et Y sont
tous les deuxa valeurs dans des espaces detat nis, nous arlerons de chame de
Markov cactee (CMC). Baum et Petrie (1966) sont les premiesa s'ineresser aux
CMC, et ils etablissent dans une srie d'articles les outils fondamentaux permet-
tant letude statistique de ces mocktles. lls montrent en particulier la consistance et
la normalie asymptotique de I'estimateur du maximum de vr aisemblance (EMV).
Baum et al. (1970) compektent letude des CMC en proposant un algorithme appeé
\forward-backward", extension naturelle de l'algorithme EM, permettant d'ajuster
les paranetres d'une CMC. Cette pro@dure d'estimation, dont la mise en oeuvre
s‘awere d'une tes grande simplicie, a permis leclos ion de nombreuses applications
dans des domaines aussi vares que la reconnaissance de krgle (Rabiner, 1989), la
neurophysiologie (Fredkin et Rice, 1992), la biologie (Lepux et Puterman, 1992), ou
encore la nance (Rycen, Terasvirta, et Asbrink, 1998). Pes de vingt ans apes les
derniers travaux de Baum et Petrie sur l'inErence des CMC, Leroux (1992) aborde
de nouveau ce sujet en consicerant letude des MMC dans le as a la chame de
Markov X esta valeurs dans un espace detat ni mais le processusY est luia
valeurs dans une espace détat continu (en abeg CM2C). Leroux montre dans ce
travail que, sous des conditions tes faibles, 'TEMV pour les CM2C est fortement
convergent. Notons au passage que la grande nouveaut dersdravail est I'emploi
du treoeme ergodique pour les processus sous-additifa la log-vraisemblance des

12



CHAPITRE 2. MOD ELES DE MARKOV CACH ES 13

CM2C. A la suite de ce travail, Bickel and Ritov (1996), Bickel et al. (1998), Legland
et Mevel (2000), montrent la normalie asymptotique de I'E MV sous une zrie de
conditions de moins en moins fortes. Douc et Matias (2001) nrdrent la consistance
et la normalie asymptotique de I'EMV pour des MMC dans le cas au X et Y sonta
valeurs dans des espaces détat continus (en particulier@mpact pour X ). Dans [Al],
en collaboration avec Dominique Bakry et Xavier Milhaud, nous gereralisons les tra-
vaux de Baum et Petrie au cas des CMC non-stationnaires et mdnons la propree
LAN dans ce cadre. Je propose de cetailler ci-dessous cetteremere contribution
au domaine des MMC.

Notations et @ nitions. On consicere X une chame de Markova valeurs dans un

a X)a valeurs dans un espace detat ni F = f1;:::;bga (a;b 2 fNnfQ; 1ggz.
On suppose de plus queX est une chame Markov ireductible aperiodique sur E de
matrice de transition noee = ( jj)1 ij a@ entees strictement positives. Pour

tout n 0, la loi conditionnelle de Y, sachantfX, = jg est donree par ; =

P(Ya=kjXy=1j).Onnote Z =(Xn;Yn)n o la chame de Markova valeurs dans
E F de transition telle que pourtout n O,

Gk):i) = P(Zner = (BK)§Zn=(i7 ) = 0§ k-

Par souci de simplicie on identi e la parametre  du moctlea = la transition
indexee par (E  F)? de la chane de MarkovZ. Nous faisons les deux hypotteses
suivantes :

(H1) A linstant n =0, la loi de Zy est une masse de Dirac ez©@ = (x©@;y(©®) 2
E F.

(H2) L'espace des paranetres est une partie compacte pour la tgologie usuelle
de I'ensemble des matrices stochastiquesa entees striement positives indexees par
(E  F)2. La vraie valeur ¢ du parametre appartienta l'inerieur suppos non vide
de .

Pesentation des esultats. L'icee principale dans l'article de Baum et Petrie
(1966) consistea consickerer l'existence, d'apes le tkoeme de Kolmogorov, d'une
chame stationnaireZ = (X ;Y ) de transition indexee sur Z. Nous introduisons

l'operateur de retard sur les suites ce nipar (Yn) = Yn+1 pourtout n 2 Z. Dans le

(vue comme partie d'un vecteur inni y = (:::;y 2;¥Y 1;Yo;Y1;Y2;:::) ) secrit alors
sous la forme

k=0

al par convention go(; ¥) = P (Y, = yo) etpourtout kK 1,0¢(;y)=1log P (Y, =
Yoi Y L=y &) aveclanotation yX = (y-;:::;yk)T, pour tout k> .
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peut donc ensuite skcrire sous la forme

" =argmax L,(;Y ):
2

Baum et Petrie  nissent alors une sorte d'entropie H( ) dont l'expression est
donree par :

H()=E, kl!i{n a(:Y )

al E , cesigne l'esperance sous la loi stationnaire deY , et qui a la particularie
d'etre la limite ergodique de la log-vraisemblance renorralige par n. lls montrent
de plus queH( ) est C? sur et que l'information de Fisher du mocele, que nous
noterons | ( ), est donree par H @ ( (), s H®@ designe la matrice hessienne de
H. Nous supposons comme eux les hypotteses suivantes :

(H3) La matrice d'information de Fisher | ( ) est inversible.

(H4) (Identi abilie) La fonction H verie : H( ) = H( o) si et seulement si

Rappelons que la condition & ¢ entrame la relation H( ) < H( o) (propret de
contraste). Nous montrons alors les theoemes suivants :

Treoeme 1 Sous les hypotleses(H1{3) , la structure statistique assocee a la
chame de Markov cacleeY est localement asymptotiguement normale (LAN).

Rappelons que la proprete [B‘AN enonce le fait que le comportement de la log-
vraisemblance sous g + h=" n est asymptotiquement voisin de celui de la log-
vraisemblance sous ga une variable akatoire gaussienne pes plus un terme de
translation.

Tleoeme 2 Sous les hypotreses(H1{4) , IEMV ", est fortement convergent,
asymptotiquement normalement distrible et e cace. Soit,

! o P, pis; lorsque n! +1;

pﬁ('\n o IN  (0:1(o) 1):; lorsque n! +1:

Pour montrer ces esultats nous avons cherclea exploita pleinement le cadre de
Baum et Petrie. Pour cela nous avons prolongZ sur Z en consicerant une chame
egalea z© pour tout n < 0, eta Z, pour n 0. Par abus cette chame sera
encore note Z. Les chamesZ et Z etant consiceees inependantes, on montre
sans peine en utilisant I'hypothese (H2) , qu'il existe un temps d'arrét (appek temps
de couplage) presque sarement niT ¢ ni par :

T=minfk2N : Zy = Z,0; (2.1)
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\eri ant
P(T>n) ™ @ 0< < 1 (2.2)

est une constante incependante de . On cesigne alors parZ la chame coupke  nie
par :
7. = i: > 2<TT .o 2.3)

D'apes la propree de Markov forte, les chanes Z et Z ont méme loi. Grace au cou-
plage (2.3) eta l'iregalie (2.2), nous pouvons dire qu' au bout d'un temps presque
sarement ni, la chame stationnaire Z (avec laquelle Baum et Petrie savent deve-
lopper leur treorie) se confond avec la chame non-statianaire coupke Z qui a méme
loi que la chameZ que nous souhaitonsetudier. Il ne reste plus qua \eri e r alors que
les fonctionnelles du processu&’, impliguees dans letude de la log-vraisemblance,
oublient su samment vite ce qui les dierencie de leur anal ogue dans letude de
Baum et Petrie (i.e. la loi initiale, et le cebut de la trajec toire avant l'instant de
couplage).

Pour etre plus pecis sur ce dernier pointecrivons, dansle cadre non-stationnaire,
la log-vraisemblance d'ordren assoceea une trajectoirey 2 FZ :

X
La(;y)=log P (Yo=VYo;:::;Yan=V¥n)= k(i Yy)
k=0
al par convention “o(;y)= P (Yo = yg) et pourtout k 1,%i(;y)=log P (Y; =
yi j Y5 1=yl 1). Nous noterons pour toute fonctionf de , f (@ sa dierentielle
d'ordre d.

Letude reposant sur un ceveloppement de Taylor de L,( ; y) et de sa ckerivee
Lﬁl)( ; y) autour de g, nous avonset ameresa montrer, en utilisant les techniques
de Baum et Petrie, que pour tous 2 , (y;y )2 F4 FZ%\eriant y; =y, pour
i>t,t 1;ona

PGy 69 My i ak t); k>t

al j j cesigne la norme du max sur les composantes d'une matrice,te 4(°), in-
tependant de et dey, est le terme gereral d'une rie convergente indexe par
* 2 N . On montre alors aiement que pourd=0;1;2

LOGY) LOGYi=ow P, ps:
ce qui permet de \recycler" tes simplement les esultats de Baum et Petrie dans le
cas des CMC non-stationnaires.

2.2 Chanes de Markov partiellement caclees

Dans [A8], avec Laurent Bordes, nous introduisons une nouvie classe de mockles
a donrees manquantes, appekes modles de Markov partidlement cactes (MMPC).
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Ces mockles sont en fait tes proches des MMC puisqu'ils sevent, comme eux, a
mocktliser des observations dont la loi cepend d'une chahe de Markova espace detat
ni,a ceci pes gu'il est possible d'obtenir parfois des i nformations sur la chame de
Markov latente. De telles situations se rencontrent souvehen Fiabilie, lorsqu'un
syseme en fonctionnement est soumisa des eparations aa des remplacements. En
e et le niveau de cegradation d'un syseme est une variable latente evoluant dans
le temps eta valeurs dans un espace déetat ni, et certains indicateurs du niveau
de cegradation peuvent &tre mesues (temperature, niveau vibratoire, etc.). Il peut
étre alors ineressant de faire de l'inkerence sur les quanties mesuees pour obtenir
de linformation sur le comportement propre de la degradation. Clairement dans
une telle situation, un MMC standard semble touta fait adap €. Cependant si I'on
dispose d'informations suppementaires sur la degradafon, telles que les instants de
panne du maeriel, on observe alors partiellement la chahe de Markov sous-jacente
lorsque celle-ci se trouve dans letat le plus degrack (i.e. la panne). Dans de telles
situations, il est clair que les MMPC sont plus adapes que s MMC. Des pleno-
nenes similaires existent dans le domaine biorredical, vir Guihenneuc-Joyaux et
al. (2000), Jackson et Sharles (2002), lorsque I'on etudie &volution d'une maladie
via certains marqueurs. Létat visible (absorbant) de la chame caclee peut prendre
alors la forme du ce@s du patient. L'asymptotiqgue dans ce type de probeme doit
étre comprise en\nombre d'individus”, et non pas\en temps’, puisque I'on introduit
alors une transition arti cielle allant de letat visible vers unetat de s\erie de la
maladie (correspondanta l'entee d'un autre patient dan s letude).

Notations et @ nitions. On consicere un processusZ = ( Xp; Yn)n 1 tel que :
() X = (Xn)n 1 est une chame de Markov a valeurs dans un espace détat n

nellement X et la loi conditionnelle de Yoa X ne cepend que deX,. On suppose de
plus que pour toutn 1, le couple X,;Y,) est observable sif X, = ag, sinon seule
la variable Y,, est obseree. Le processu¥ ainsi & ni est le MMPC que nousetu-
dions. La chameX est suppose ireductible sur E, de transition =( ij)1 ij a-
Les probabilies de transition sont paranetees par 2 ,ie. ; = () @
RY. Le processusY est suppo® prendre ses valeurs dans un espace netrique,
sparable et complet F, et les distributions conditionnelles deY, sachant X,, sont
toutes supposes domirees par une mesure- nie  sur F (la tribu boelienne sur
F). On suppose de plus que les densies conditionnelles appéennenta une fa-
mille paranetrique G = fg(; ); 2 g, et que le pararetre de cette densit est
une fonction de X, et de ; la densie de Y, sachantfX, = ig sera alors nokee
g(; i( )). Notons que la paranetrisation la plus courante, voir Ryden (1994), est

=( sl B a 1;::1; a)a () et j() sontles projections sur les cor-
donrees de . Une autre paranetrisation possible consiste par exempla prendre

i () et =(i i2) al g(; i) est la densie d'une gaussienne centee en et de
variance 2, pourl i a

Nous ¢k nissons maintenant les temps succesifs d'enteest de sortie de letat a. Soit
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1 1, le premier instant tel que X ; 16 aet X , = a, puis
~ =inf fn 1: Xn 1= & Xp<ag;
alors pourp 2 on e nit:
p=inffn 1 : Xy=ag et w=inffn ,: X,<ag:

Les suites (p)p 1 €t (~p)p 1 constituent respectivement les temps d'entees erf ag et
E. := E nfag. L'observation de notre MMPC consiste donc en la suite de vaables
akatoires

((Yn) 1 n v 001 kezs ()1 i Wk 1o

Lecriture qui peede contient le fait qu'entre les ins tants ; et v~ 1, la chame de
Markov X est obsenee dans letat a, tandis qu'elle est dansE, entre les temps
et jv1 1,pourtoutl i k.

Fesultats. Dans [A8], nous montrons que le paranetre est identi able pour des
classes de densikes conditionnelles admettant des nelages identi ables (voir Lindsay
1995),a la condition que la fonction de [Q 1]az vers [0 1]N ¢k nie par :

(v )

7! xixisg s (XojX1;:i:Xps1)2fag Ea f ag; no 1
i=0

soit injective. Nous montrons au cas par cas que cette hypo#ise est \eriee pour
divers mockeles (cegradation pure, geriodique). Nous montrons ensuite que sous des
conditions de egularie minimales (plus faibles que celes rencontees dans la lit-
erature MMC), I'EMV est fortement convergent et asymptot iguement normal de

o- Notons le fait que notre MMPC visite unetat speci que de | a chame de Mar-
kov sous-jacente ce qui permet la egreration du procesus obsene. Ceci autorise
en particulier de factoriser la vraisemblance de notre modle en plusieurs blocs as-
soces a des bouts de trajectoires incependantes et idetiqguement distriblees (de
longueurs akatoires), ce qui facilite grandement letude du comportement asympto-
tiqgue de 'EMV par rapport aux approches qui onteeetudi ees par Leroux (1992)
ou Bickel et al. (1998). La frontere technique entre les MMPC et les MMC se nt
nettement lorsque I'on aa fairea des chames sous-jaceties periodiques. En e et dans
ce cas, l'invariance en loi de la chame sous l'operateureatard n'est plus assuee; or
ce dernier point est, nous l'avons vu dans le paragraphe (2)1un des arguments
techniques les plus important de la theorie de Baum et Petrie.

2.3 Test du rapport de vraisemblance pour les CMC

Dans [A4], avec Paolo Giudici et Tobias Ryden, nous nous irgressonsa un test
de type rapport de vraisemblance pour des MMC multivares. Nous utilisons pour
cela les esultats de Bickel et al. (1998) sur la normalie asymptotique de I'EMV
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pour les MMC, ainsi que ceux de Yakowitz et Spragins (1968) su'identi abilie de
certains nelanges de lois multivarees. Nous montrons q&, comme dans le cas i.i.d,
la statistigue du rapport de vraisemblance pour les MMC est aymptotiquement
distribee suivant une loi du 2. Ces probemes de test sont cruciaux dans la cetec-
tion de MMC multivares gaussiens. Un des points ineressants dans la comparaison
de tels mockles multivares est le fait de pouvoir tester des zros dans les matrices
de pecision (inverse de la matrice de corelation) assoees aux dierentes densies

de variance-covariance et de matrice de pecision K = (kij)1 ij d = 1la
condition ki = O signi e que les variables akatoires Y' et Y! sont incependantes
conditionnellementa I'ensemble des autres composantesudvecteur Y .

Notations et esultats. En utilisant les m&mes notations que dans le paragraphe
2.2, mais dans un cadre purement MMC (c'esta dire que la chate de Markov sous-
jacente n'est jamais observable), on note (aw est le paranetre global du moctle)

la distribution stationnaire assoceea la matrice . On rappelle que dans ce cadre la
vraisemblance assoceea une srie d'observationsy(;:::;yn) du vecteur (Y1;:::;Yn)
sécrit de manere compacte sous la forme :
" #
¥
P (Y1;::i5Yn) = G I
k=1

a pour tout y 2 F, G (y) = diag[g(y; i)] et 1 est le vecteur de tailea 1
ne contenant que des 1 g etant le nombre détats de la chane de Markov sous-
jacente). Nous noterons comme pecdemment la log-vraismblance sous la forme

On s'ineresse d'abord au test du rapport de vraisemblancepour tester une hy-
pottese ponctuelle du type : Hg = contre Hy 6 , est une
valeur »ee du paranetre. Dans ce cas la statistique du rapport de vraisemblance
permettant de tester Hg est une variable akatoire noee T,,, ¢k nie par :

Th = 2(I-n(/\n) La( ));

a ", dsigne 'EMV sur RY. Sous des conditions usuelles de egularie, nous
montrons que

Tt 5 lorsquen! +1: (2.4)
Ainsi la proedure habituelle consistea rejeter Hg au niveau si T, >

2
g1

2
gr o
est le quantile de niveau (1 ) d'un Chi-deuxa q deges de libere.

On propose dans un second temps de tester une hypottese nallcomposite :
Ho : 2 contre Hy : 2 , est un espace de dimensiong( r)
cetermire par un ensemble der < g contraintes dequation R;j( ) =0,1 i r,
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agissant sur l'espace des paranetres. Dans ce cas, la ststique de test utiliee,
encore noeeT,, est c& nie par :

Th=2(supLn( ) supLn()):
2 2

Nous obtenons alors un esultat analoguea (2.4) (en changant le nombre de deges
de libere par (q r)) et la proedure de test usuelle assocee.

Applicationa des donrees de pollution. Dans [A4] nous appliquons le test
du rapport de vraisemblance a un jeu de donrees trivarees compo® de mesures
journaleres de mortalie, temperature, et pollution d ans la ville de Londres. Notre
but est de slectionner le meilleur MMC multivare Gaussi en pour ce jeu de don-
rees en utilisant une chame sous-jacente a deuxetats.Nous mettons pour cela en
competition huit mockles correspondants aux dierente s con gurations possibles de
Zros dans la matrice de pecision. Au moyen d'une pro@dire pasa pas, testant
successivement des modles emboits, nous concluons quertalie et temperature
sont des variables conditionnellement incependantes sdwant la pollution.

2.4 Melange markovien de processus de Markov

Letude des nelanges markoviens de processus de Markov (MPM) que je pro-
pose dans [A8] aek inspiee par la literature sur les m ockles autoegressifsa egime
markovien. Ces mockles, qui sont une gereralisation desMMC vus dans le para-
graphe 2.1, peuvent &tre ct nis de la manere suivante. On consicere un processus
X dont levolution est donree par lequation :

xd
Xn = a(Un)Xn i+ (Un)"n; n d+1;
i=1

al (")n 1 est une suite de variables akatoires i.i.d. ,U = (Up)n 1 est une chame
de Markova espace detat discret ou continu, (&( ))i=1:::q €t (), ce dernieretant
appek terme de volatilie stochastique, sont des fonctions & nies sur lI'espace detat
de U. On constate ici que contrairement aux MMC classiques, le pscessusX peut

tependre de son propre pas® et non pas seulement dd.

Ce moctle aek utiliee par Hamilton (1989) pour moctli ser le produit inerieur
brut des Etats Unis (le processusU moctlisant les cycles economiques), voir aussi
Hamilton et Susmel (1994), Cai (1994), Garcia et Perron (196), pour des applica-
tions et extensions plus ecentes de ce mockle. Notons gqules processus autoregressifs
lireairesa egime markovien ont aussi troue leur plac e dans le domaine de la gestion
de la consommation delectricie, voir Bar-Shalom et Li ( 1993) pour les probemes
de cktection de rupture d'approvisionnement, et Ji et al. (1993), ou Kryshnamurty
et Ryden (1998) pour le controle automatique de la consomnation. Comme souvent
en matere de MMC, d'importants travaux ontet consacr es d'aborda I'ajustement
de ces moctles alors que peu traitaient des proprees sétistiques des estimateurs
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proposs. Citons cependant quelques travaux de ekrerte sur ces questions comme
les articles de Krishnamurthy et Ryden (1998), Francq et Roussignol (1998), pour
le cas au U esta valeurs dans un espace détat ni, et Douc et al. (2004) pour le cas
al U esta valeurs dans un espace détat continu.

Dans [A8], je k& nis un nouveau type de processus faisant iteragir K processus

de Markova temps discret X i1 = (X)), 1,1 i K, incependants, stationnaires,
a valeurs dans un espace detat mesurable E; E), de noyau de transition Q', 1 i
K, par rapporta une méme mesure de etrence surE. Le processu<Z =(Zn)n o
auquel je m'ineresse est ¢ ni par :

X .
Zn = Ty, =igXhl; n 1 (2.5)
i=1

non-observable. L'expression (2.5) implique qu& esulte de la mise bouta bout de

morceaux de trajectoires issues de processus de Markov imgendants slectionres
par une chane de Markov dont le comportement ne nous est paaccessible. No-
tons que les MMC sont des sous-moctles des MMPM puisqu'il stide considerer

i.i.d. Notons de plus que les MMPM sont capables de moctlisedes sries tempo-
relles ayant : (i) des changements abrupts de comportementorsque, par exemple,
la chane U change detat; (ii) des periodes de grande stabilie dues au maintien de
U dans un mémeetat; (iii) des distributions marginales multimodales en raison de
la structure de nelange; (iv) des e ets \feedback" de type phase dans le cas aU
quitte brevement unetat, laissant le processus Z dans une zone, puis le retrouvant
un peu plus tard dans une zone voisine (si le processus corpesidanta letat de la
cha™me de Markov est faiblement nelangeant par exemple).

A n dillustrer ces caraceristiques de comportement, nous pesentons respective-
ment au travers des Figures 2.1 et 2.2 une trajectoire de chae de Markov (dont
seront issus tous les autres processus simues) et une tregtoire de MMC classique,
puis deux MMPM bases sur des AR(1) qui, par construction, ort mé&éme loi margi-
nale que la MMC de la Figure 2.1 (voir [A7] pour les cktails).

Hypotleses et paranetrisation. A n d'aleger les notations on consicere le cas
K =2, etonnote X = X[ etY = X2, On consicere deux ensembles i, pouri =
1; 2; supposs compacts deRY. Les noyaux de transition deX et Y sont paranetes
par 2 lpourQlet 2 2 pourQ? etsontsuppoes appartenir respectiygment
a des familles pararetriques K= QI(;); 2 ! ,etk?= Q?(:); 2 2 .0n
suppose que pour chaque 2 ! (resp. 2 2) les noyaux de transition Q' (resp.
Q?) induisent des processus de Markov ecurrents positifs athettant une unique
mesure invariante de densie g (resp. ¢°) par rapporta . Notons qu'en gereral
la forme analytique de ces densies n'est pas connue expltement, sauf dans le cas
de moctles autoegressifs lireaires d'ordre 1 avec brui gaussien. Cependant, nous
pouvons les caraceriser (par e nition) comme unique solution d'un probeme de



CHAPITRE 2. MOD ELES DE MARKOV CACH ES 21
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(a) Trajectoire d'une chame de Markov obte- (b) Trajectoire simuee d'un MMC avec lois
nue avec = =0:08. conditionnelles gaussiennes centees en 0 et 1.5
et de variance 1.

Fig. 2.1 { Trajectoires d'une chamhe de Markov et d'un MMC asso@.

L - T - T Y O S
LI I T .

(a) Trajectoire simuee avec a=0:9. (b) Trajectoire simuke avec a=0:7.

Fig. 2.2 { Deux trajectoires de MMPM construitesa partir de la tr ajectoire (a) :
X  AR(1) de coecient a; = aetbruit N(0;1 a?),etY AR(1l) de coe cient
ap=aetbruit N(1:5 (1 a);1 a).

point xe fonctionnel
z

d (x)Q' (x1;) (dx1)=d(); i=1;2 (2.6)
E
La matrice de transition de U estparanetee par =(; )2[;1 ]? avec

0< < 1, sous la forme usuelle

1y ®2 _ 1
21 22 1

Le vecteur de probabilie invariant assocea vautalors ( (1); (2)=( ——; =)
En conclusion le paranetrea estimer secrit donc sous la forme :

#=(;; )2 =[;1 P ' =



CHAPITRE 2. MOD ELES DE MARKOV CACH ES 22

Ecriture de la vraisemblance. On utilise la notation 2§ = fZ,x; 1 Kk ngpour
tout processusZ arbitraire. Supposons queU soit obervable, et consiceronsu] =

de longueurn de Z. La fonction de vraisemblance pour le couple J;Z) base sur
(u}; 27) peut secrire alors py(uf; ) = pu(z]jul)ps(ul). a1 pe(u]) = Px(UY = u),
et pz(z7juf) cesigne la densie conditionnelle de Z! par rapporta fUT = ufg, dont
les expressions sont respectivement donrees par :

1y 1
p#(ul) = (uy) (Uj;uj+1);
j=1
et
p#(z1ju1) =
Z [Y 1
En ql(xl) Ql(xj 1 X +1) j2f Lunng=u; =2 (de ) j2f Lunng=u =1 gz (de )
i=1
Z n( 1
En qz(yl) Qz(yj 1 Yi +1) j2f Lunng=y; =1 (dyj ) j2f Lunng=u =2z (de );
i=1

al l'on reconnait la densie jointe des deux vecteurs independants X! and Y1,
inegee composantea composante selon queJ n'est pas dans letat 1, resp. U n'est
pas dans letat 2. Pour obtenir la vraisemblance assoceea Z, il sut de sommer
px(uf; z7) sur toutes le valeurs possibles del}, ce qui donne

px(z7) =
X vl
(uz) (Uj;uj+1)
(ug;uz;usun)2f 1;2g" ji=1
Z n( 1
En ql(xl) Ql(xj 1 X +1) j2f 1;unng=u; =2 (de ) j2f 1nng=uj =1 g (de )
j=1
Z vy 1

Remarque. La principale di cule de ce type de vraisemblance est qu'elle ne peut
pas se calculer au moyen d'une formule de ecurrence bassur le Itre de la chame
U sachant le pass erZ. Or cette technique, qui permet de calculer la vraisemblane
ep compligee des CMC en des temps lireaires, esta la base de toutes les ides
ayant permis letude de I'EMV pour les CMC. Ne pouvant dispo ser d'un tel outil je
me suis tourre vers une nethode d'estimation introduite par Rycen (1994), consis-
tanta decouper la vraisemblance comme si des paquets suessifs de variables de
longueur m provenant du processusZ etaient inckependants (ce qui estevidemment
faux). Pour un m su samment grand (assurant l'identi abilie du mocele) , lI'estima-
teur du maximum de vraisemblance des donrees tronquees papaquets de longueur
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m base sur Zk™, pour k 1, est c& ni par

YK .
# =argmax  ps Z ymer (2.7)
#2 J
j=1

On note #g la vraie valeur du paranetre supposee appartenira l'interieur non vide
de .

Fesultats. Dans [A8] je montre, sous des conditions standards de egalie, de
nelangeance des processus, et une condition d'identi abie (discuke ci-apes), que
I'estimateur c& ni en (2.7) est fortement convergent et asymptotiquement normal de
#o. La condition crucialea \eri er pour ce travail est en e alie la condition d'iden-
ti abilie suivante.

(Identi abilie) La famille paranetriqgue F™ = fpu(z1;:::;zm); #2 g\erie:
8##92 2 telsque pu(z1;:::;zZm)= pso(z1:::::zm) ™ pip; ona #= #°

Cette condition est dicile a \eri er en pratique, car I' ecriture des densies

sures invariantesq, i = 1;2. Je montre cependant que cette condition est satisfaite
dans le cas de nelanges markoviens de processus autoregiés d'ordre 1, et donne
un moyen pour calculer nuneriqguement la vraisemblance deslonrees trongtees,
pour toute valeur # du paranetre, en me passant de la connaissance dep, i = 1; 2.
Ce dernier point utilise une nethode de Monte Carlo pour cakuler des inegrales du
type (2.6). Je conclus ce travail par uneetude bibliographique cetailee concernant
les champs d'applications des MMPM, de laquelle il ressort ge les MMPM sont des
alternatives naturelles aux mockles de type MMC existant en neuroscience (signaux
alpha et beta), ou en biologie pour I'analyse des canaux d'ions.



Chapitre 3

Modakles de nelange
semi-paranetrigues

Les travaux cecrits dans ce chapitre concernent l'inErence statistique pour des
mockles semi-paranetriques de nelanges de lois. lls onfait I'objet de collaborations
avec eline Delmas, Laurent Bordes, Didier Chauveau et Séphane Mottelet.

3.1 Introduction

Les moctles de nelange sont gereralement decrits de la manere suivante. Une
fonction de epartition (fdr) G est e nie sur RP (p 1) par

X
G(x) = iFi(x);  x2RP (3.1)
i=1
gl les paranetres du moctle sont les proportions ; du nelange, 1 i Kk, \eriant
| 1 i =1, les composantes du nelange, c'esta dire les fdrFj, 1 i k, etle

nombre de composantek du rrelange. Pour estimer les paranetres du mockle (3.1)
a partir d'un nechantillon de vecteurs akatoires de loi de fdr G, il faut s'a ranchir
de deux probemes :

Identi abilie. Montrer l'unicie de la repesentation de G sous la forme du ne-
lange cecrit en (3.1).

Identi cation. Proposer une proedure d'estimation des pararetres inconus de
G.

Pour que ces deux probemes puissent étre esolus, on imgse des contraintes sur
le mockle et, dans la grande majorie des travaux existants, les composante$; du
modckle sont supposes appartenira des familles parangriques (voir Titterington et
al., 1985; Mc Lachlan et Peel, 2000). Dans le cas a le nombre demposantesk est
connu on parle de moctleparanetrique, sinon on parle de mocelesemi-parametrique.
Hall et Zhou (2003) consicerent pour la premere fois le probeme de l'estimation
des pararetres du mocele (3.1) pourk = 2 lorsque F1 et F, n'appartiennent pasa

24
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des familles paranetriques (mais sont les fdr de vecteurs&atoires de composantes
incependantes). Ces auteurs donnent des conditions gearales permettant d'assurer
l'identi abilie et l'identi cation des parametres de | eur mockle pour p 3, consi-
cerant le probeme ouvert pour 1 p < 3. Ce travail nous a conduit dans [A9],a
consicerer l'identi abilie du mocele (3.1) pour p=1et k =2 lorsque F1 et F» ne
sont pas supposes appartenira des familles paranetrigges. Nous en sommes venus
a consicerer le mockle :

G(x)= F(x 19+@ JF(x 25 x2R; 3-2)

al F estune fdr inconnue admettant une densief paire, 2]0;1[ est une proportion
de nelange inconnue et 1 6 5 sont deux paranetres de localisation inconnus.

Sur la base des travaux dceveloppes dans [A9], Geline Delnas nous a propos,
a Laurent Bordes et moi-méme, d'analyser un mocele procte du mocele (3.2) an
detudier la dierence d'expression de genes de puces ADN (microarrays). Le mockle
est le suivant :

G(xX)= Fo(x)+(1 )F (X ); X2 R; (3.3)

al Fq est une fdr connue etF est la fdr d'une densit paire inconnue, est un para-
metre de localisation inconnu et 2]0; 1] est une proportion de nelange inconnue.

3.1.1 Identi abilie

Moctle (3.2). Dans [A9], en notant F I'ensemble des fdr de distributions symne-
triques autour de 2zro et = f(x;x) ; X 2 Rg, nous montrons que pour

(ow 2P % % SFY 2 o=l RPn) F %

la condition
Fx +@ Fx 2= Fix dH+@ IYFx 9H @34

implique (; 1; 2;F);=( % 2 9;F9 ce quiprouve l'identi abilie du moctle (3.2)
sur 'espace des pararretres J01=2[ (R?n) F . Notons que la preuve de ce esultat
passe par une discussion longue et exhaustive de lequaimn(3.4) apes transforma-
tion au sens de Fourier. Paralelementa nos travaux, Hunter et al. (2007) montre le
méme esultat et donnent une condition su sante d'identi abilie pour un moctle
de nelange similairea trois composantes.

Moctle (3.3). En cereral, ce moctle n'est pas identi able et nous indig uons dans
[A10] quelques contre-exemplesa l'identi abilie. On p eut montrer cependant, en uti-
lisant la nethode des moments, que ce mockle estocalementidenti able, et méme
faiblement identi able, si I'on impose des contraintes suppkmentaires sur les pa-
ranmetres euclidiens du mocele. Les deux notions ciees pedemment en italique
seront expliquees un peu plus loin. Parmi les classes de cditions que nous donnons
dans [A10], en voici une qui illustrea quel point ce probeme est celicat.
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Exemple d'identi abilie. Soit F3 I'ensemble des densies paires admettant des
moments d'ordre 3. On notef( la densie assoceea la fdr Fo et on suppose que la
fonction caraceristique fg est strictement positive sur R. Le mockle (3.3) exprime
en terme de densies, soit :

gx)= fox)+@ Hf(x ) x2R; (3.5)

est identi able si

k 2 5

3k '
a et o sont respectivement les moments d'ordre 2 dé et fg.
On constate ici que le mocele (3.3) est identi able du momert que (; ) est

sitte sur R ]0;+1 [ prive d'un ensemble de mesure nulle (d'as la terminologie
d'identi abilie  faible).

(;:f )2]01[ R F 3 et 6 ot k2N ; (3.6)

3.1.2 Identi cation et esultats asymptotiques

Moctle (3.2). Le premierekement clef dans l'identi cation du mocele ( 3.2) aet
le constat suivant. En notant = 1, il est facile de voir que

F(x)= %G(x+ 2) + 1 F(x+ ); 8x2R; (3.7)

et donc en utilisant (3.7) comme formule de ecurrence’ fois il vient

1 X1 k ‘
FX)= 17— T— O+ 2*tk)+ — F(x+') 82R(38)
k=0

Il est alors facile de constater que le dernier terme de (3.8end vers 0 lorsque’ tend
vers I'in ni, ce qui nous donne la formule d'inversion suivante :

X k

1 G(x+ o2+k); 82R: (3.9)

1
FO)= 1
k 0

Nous introduisons alors les operateurs lireaires borres A and A ! d nis par

1 X k
A= ,+1 ), and Alzl— R , k., (3.10)
k 0
al ( 2 R) est l'oerateur de translation ce ni par f =1 ). Avec ces

nouvelles notations, lequation (3.8) devient G = A F et (3.9) devientF = A 1G.

Le deuxemeekement clef dans l'analyse du mockle (3.2) repose sur la remarque
suivante. SoitF = A 1G= A A Foa 2 ;clairementsi = (a1 o signe
la vraie valeur du paranetre) nous avonsF = Fq, et donc le principe d'invariance
Fo(x) =1 Fo( x)dapes I'hypothese de synetrie sur Fg. On introduit I'operateur
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de synetrisation S; ceni par S;F() =1 F( ). La remarque peedente peut
alors etre e-exprinee sous laforme :si = g, alorsA 16 = S,A G, oude manere
equivalente G = A S;A !G, en appliquant A sur le membre de droite de la dernere
egalie. Mais que peut-on dire lorsque I'on prend le probeme dans l'autre sens? La
eponse est donree par le tteoeme suivant.

Treoeme 3 Consicerons la mockele (3.2) avec Fg une fdr assoceea une loi syne-
trique et g2 .Sipour 2 ,nousavonsG= A S/A 1G, alors = .

Une congquence du treoeme peedent est que siG est connue, nous pouvons
esperer retrouver la valeur o de en minimisant une mesure de discepance entré&
etG = A SA 1G. CommeG n'est pas connue, mais peut en revanche étre estinee,
nous avons choisi de consicerer la mesure de discepand€ e nie par :

Z

K() K(;6)= (G (x) G(X)%dG(x); 2 : (3.11)
R

Nous montrons que siF est assez egulere et siG est connue, alorsK est une
fonction de contraste pour le paranetre euclidien, c'esta dire que pour tout 2
K(;G) O0etK(;G)=0sietseulementsi = .

Ce esultat suggere donc d'estimer au moyen de I'approche dite duminimum
de contraste soit

" = arg m2in K(:6,);

ai &, est un estimateur de la fdrG. Quand les paranetres de localisation 1 et »
sont inconnus, a n de pouvoir appliquer des nmethodes d'opimisation dierentiables,
nous sommes contraints de consicerer une version egulage de la fdr empirique
(alors que lorsque les paranetres de Ioza)l(isation sont caowus la fdr empirique su t)

soit G™ = A S,A 1G,, avecGy(x) = 8 (y)dy et
1

1Z Xy
() = o 4T dGn (y);

a G, designe la fdr empirique eth, & 0, nb, ! +1 , et pﬁ = O(1) lorsque
n! +1 .0n montre alors le esultat principal suivant :

Treoeme 4 Si la fdr Fg est strictement croissante et Lipschitzienne surR, alors
g converge presque sirement versy lorsquen tend vers I'in ni. Si de plus Fg est
deux fois continuement dierentiable avec F@ dansL(R), alors n*#* (%, o) =
0a:s:(1), pour tout > O.

Une fois le paranetre euclidien estine, il est alors &gitime d'estimer respective-
ment la fdr F inconnue et sa densie au moyen de la formule d'inversion (3.0) en
employant respectivement les estimateurs

Fa(x)= Ax Gy et f(x) = Ax Gn:
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Sous des conditions analoguesa celles du Treoeme 4, on ontre alors la conver-
gence presque stre en normk?! (R) de F, vers F a la vitesse n ¥** pour tout
> 0, ainsi que la convergence presque stre dg versf .

Moctle (3.3). Lesetapes de l'identi cation du mockle (3.3) sont simila iresa celles
du mockle (3.2). Nous notons tout d'abord qu'il existe un formule d'inversion simple
donree par :

F(x)=%(G(x+ ) (1 pFo(x+ )); 8x2R:

Or par hypottese, F est la fdr d'une loi synetrique, ce qui impose la relation F (x) =
1 F( x)pourtout x 2 R, d'ai l'icee naturelle de comparer les fonctions

Hl(x;;cs):%e(x+ )+1ppF0(X+ ), X2R:

et
p

1 1
Hao(x; ;G)=1 BG( X) + Fo( X); X2 R;
qui sous la condition = g\erient Hi(;;G) = Ha(,; ;G). Ainsi, si d est une
distance entre deux fonctions et sid( ) = d(H1(; ;G);H2(; ;G)); nous avons
d( o) =0; et pouvons estimer par

N =arg min dn( ); (3.12)

@l d, designe une estimation empirique ded qui s'obtient en replacant G par G,, ou
sa version egularise G,, (voir [A10] et [B1] pour les cetails). Dans [A10] la distance
choisie provient de la normeL9R), alors que dans [B1] la norme consickee est
L2(G) ecart quadratique inege au sens de g sur R). Dans [A10] nous montrons,
sous des conditions minimales, la convergence presque sdde l'estimateur (3.12)
vers la vraie valeur o du paranetre. Nousetablissons dans [B1], sous des conditns
un peu plus fortes, la normalie asymptotique de nos estimaeurs au sens suivant :

PR o piBa) FO) | G=(GuGG)T; (3.13)

dansR? D(R) lorsque n tend vers I'in ni, D(R) designant I'espace des fonctions
cad-lag surR et G un processus gaussien de matrice de variance-covariance ug

nous explicitons. Nous proposons de plus un estimateur foeiment convergent de la
matrice qui nous permet d'utiliser (3.13) dans le cadre de divers probemes de
tests : (i) test du 2 pour l'acequationa un mocele ( :p ;F ) »; (i) testdu 2

pour la symetrie sur F. Notons que Hunter et al. (2007) prouvent aussi la consis-
tance et la normalie asymptotique de leur estimateur au prix de conditions plus

abstraites que les notres.

Un projeta court terme est I'obtention de esultats analo gues pour le moctle
(3.2) et letude d'un test du type Kolmogorov.
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3.1.3 Applications

Moctle 3.2 : donrees de pluvionetrie. Nous avonsetude les donrees de pe-
cipitation de 70 villes des Etats-Unis (et Porto Rico) (Statistical Abstracts of the
United States, 1975 ; voir McNeil, 1977). Pour cela nous avanajuse deux mockles.
Le premier est le mockle (3.2) pour lequel on note”, A4, rhy, f* les estimateurs de

1, 2,etf.Le second estune version paranetrique du mocele (3.2) o I'on suppose
quef est la densie de la loi gaussienne centee et de variance 2 (noee N (0; 2)).
Les estimateurs des paranetres inconnus du second mocdelsont noes ~, ~1, Mo,
~2 et calcuks suivant la methode du maximum de vraisemblance.

nnnnnn

0000000000000

(a) Graphe de f" (trait plein) et graphe  (b) Graphe de § (trait plein), graphe

de la densie d'une N (0;~?) (traits ti- de "f{ A1)+ @ M A) (tie)

es). N (~1;~?) + (@ TIN(~2;~?) (tie-
pointile).

Fig. 3.1 { Paranetres estines pour le mocele (3.2) : ~1 = 13:107 (3299), ™ =
39.056 (1395), "=0171 (0078). Pararretres estines pour le mockle N ( 1; 2)+
(1 ) N( 2 ?:~1=15:715 (2220), » = 40:773 (1:297), ~ = 0:235 (Q060) et
~=8:504 (1:187), entre parentlese gurent lesecart-types estines.

La Figure 3.1(a) montre 7, l'estimateur de f, ainsi que la densie de la loi
N (0; ~). La Figure 3.1(b) montre €, I'estimateur a noyaux de g avec les recons-
tructions de g obtenuesa partir des deux moctles. Les ecarts-types soh estines
par Jacknife. On peut voir que le moctle (3.2) o re une meilleure adequation aux
donrees pour ce qui concerne la reconstruction dg et que la densie f ne semble
pas appartenira une famillle paranetrique usuelle.

Moctle 3.3 : comparaison de gestation des bovins. Dans [A10] nousetudions
un jeu de donrees issu de la technologie des puces ADN a n desticter les gnes
statistiguement dierement exprimes suivant que leur po rteur est issu d'un mode
d'inemination articiel ou in vitro. Les donrees se pesentent sous la forme de

(3.3), a1 Fq est la fdr d'une loi de Studenta 18 deges de libere. Les paranetres
sont estimes en recherchant I'argument du minimum ded, sur une discetisation
ne de l'espace paranetrigue restreinta [0:01;0:1] [0:5;1:5] (voir la Figure 3.2
pour l'allure de dy). Les estimations obtenues dans ce moctle sonp = 0:037 et
N =1:05 et une proedurea la Benjamini-Hochberg permet de cetecter environ 370



CHAPITRE 3. MOD ELES DE MELANGE SEMI-PARAM ETRIQUES 30

enes potentiellement dieremment exprines.

Fig. 3.2 { Courbes de niveau de f; ) 7! dn(p; ) pour le jeu de donrees sur la
gestation des bovins avecyf; ) 2 [0:01;0:1] [O:5; 1.5].
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(a) Histogramme des donrees compae (b) Estimation de la densie inconnue

avec (1 P)fo()+Pf( ~)pour p= f.
0:037 et ~=1:05.

Fig. 3.3 { Reconstruction du nelange a partir de I'estimation d e (p; ;f ) et de
I'estimateur de la densie de f .

La gure 3.3 indique clairement la robustesse de notre netlode facea I'hypo-
trese technique de synetrie sur la composante inconnue. @ constate en e et que
le contraste n'est pas touta fait nul (0.23) pour la valeur estimee du paramnetre
mais que notre nmethode cetecte, pour cette valeur, une desie presque synetrique
permettant de tes bien ajuster le mocele, comme lindique 3.3(a).
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3.2 Algorithme EM semi-paranetrique

La nethode pesenee dans cette section est l'objet d'un travail [A12] fait en
collaboration avec Laurent Bordes et Didier Chauveau. Notms qu'une approche
sensiblement voisine aet consiccee ecemment par Robin et al. (2007) dans le
cadre du moctle (3.6) en lien avec l'analyse des puces ADN.

3.2.1 Analyse de l'algorithme EM

On consicere le mocele de nelange semi-paranetrique

xXn
g (xX)=9(xj" )= ifox ) X2 R; (3.14)
j=1
' =(5P)=0 g5 )j=msef)2 = F designe le pararmetre inconnu
du mockle avec
8 9
< M =
= (5 Di=tpzm 27101 Rg™ ; i=1; {6 ;1 i<j m,

=1 '

et F designe I'ensemble des densies paires suR. Avant de pesenter I'algorithme
EM (Expectation/Maximisation) pour le moctle (3.14), nou s proposons de rappeler
son pendant dans le cadre d'un moctle de nrelange paranetique.

Algorithme EM paranetrique. Le but de l'algorithme EM est d'approcher I'es-
timateur du maximum de vraisemblance pour les moclesa domrees manquantes

nechantillon i.i.d. suivant une densie de probabilie g(j ) ¢ nie par

X1
g(x)=9(xj )= i fxig) (3.15)
j=1
a =( j; j)j=1;:;m estle paranetre euclidien du moctle etf ( j ) appartienta
une famille paranetrique noee F,. Dans ce type de mocktle, la principale di cule
provient du fait que I'on ne connait pas les provenances des;, c'esta dire suivant

quelle composante ils ontee ties. Supposons pourtant que I'on connaisse pour

Xijizi=j f(ij) et PZi=]j)= j; J=21;;m
Dans ce cas, la densie pour une observation compktey = ( x; z) secrit
h(yj )= h((xy)i )= 2f(Xj 2);

et donc pour une sari%d'observations competey = (vyi1;:::;¥Yn), lalog-vraisemblance
secrit log h(yj ) = ", logh(yij ). Notons que 'EMV pour le mockle (3.15),
ba® sur la maximisation de logh(yj ), est en cereral explicite du moment que la
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famille paranetrique F, l'autorise (famille exponentielle, gaussienne, etc.). Aulieu
de maximiser la log-vraisemblance des donrees obseneg&algorithme EM maximise
de manere ierative l'ogerateur

Q(j )= Ellogh(yj )ix; I;

a ! est la valeur courante du paranetrea letape t (voir Wu, 1983, pour une pe-
sentation gererale de l'algorithme EM ainsi que la preuve de la convergence).

Lieration '! ™1 @ nie dans la cadre peedent est donree par
1. Etape E : calculer Q( j Y).
2. Etape M : prendre ! =argmax , Q( j Y.

On note que l'operateur Q( j ') est une esperance au sens de la Idi(yjx; !)
c'esta dire de y sachant x, pour la valeur ' du parametre. Dans un moctle de
nelange, nous avons en particulier

. Y] - Y] .
k(yjix; )= k(yijxi; )= k(zjxi; );

i=1 i=1

puisque @jx;);i = 1;:::;n, sont incependants. Les z; etant discrets, leur loi est
donree par la formule de Bayes
kGjx; HD=PEZ=jjx Y P—’tf 04 5 1 (3.16)
X; ') = =jjx; )= —; =1;::;m: :
/] /] T T

Dans le cas a1 les densiesf (] ) impligiees dans le mockle (3.15) sont de la
forme f ( ), hous obtenons simplement

ox b
k(ijx )= P it
T D
Lorsque les donrees X; z) sont enterement obsenees, 'EMV pour les proportions
du nelange est incependant de f et vaut composantea composante
P

n
P |<=' .
'\j:%z"; j=1;0m; (3.17)

(u lz=j vaut 1 siz = j). Consicerons enn le cas ou les ;'s sont des paranetres
d'esperance, i.e.E(XjZ = j) = ; (ce qui n'impose pas le fait quef (j ) soit paire).
Dans ce cas des estimateurs sans biais naturels, fortemenbrvergents des ; sont
les moyennes empiriques calcukes dans chacune des sougplations

P Xil
A= R EE] Il 2zl j=1nm (3.18)
i=1 'zi=]
Lorsque les donreesz sont manquantes, 'EMV pour les donrees compéktes est rem
pla@ par I'estimateur EM paranetrique. L'impementat ion de letape M pour l'ie-
ration conduisant de ' ! ™! ge fait de manere touta fait standard par une
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maximisation directe de Q( j !), voir Redner et Walker (1984), ce qui se voit au
travers desequations (3.17) et (3.18), ai chaque indicatice inconnuel; = est rem-
plaee par son esgerance conditionnelle aux donrees ole\ees X;, et pour la valeur
courante du paranetre, soit E(1z,=jjxi; ') = k(jjxi; ') donree par (3.16).

1. Etape E:pour i =1;:::;n et j =1;:::;m, calculer Kk(jjxi; Y.

2. Etape M : eactualiser 1 par :
t+1 1 X i t
= oy kUi ) (3.19)
p i1
o kG ixis )i

t+1 _ p=1 I . s ... .
i = — ;=1 me (3.20)
: oy kGjxi; )

Algorithme EM formel en semi-paranetrique. Revenons au moctle (3.14)

pour lequel nous pouvons encore e nir les densies des darees obserwees et com-
petes

_ xn
a(xj' ) = ifx )
=1

h(yj" ) hi(x;2)i") = F(x  2):

Formellement, la log-vraisemblance assocee aux pour la valeur ' du paranetre
peut skcrire

g (x)

X
Lx(")= logg(xij"):
i=1
De la sorte, nous sommes quasiment en mesure de proposer ugaithme de type
EM,a ceci pes qu'il nous faut c nir une valeur courante du paranetre ' t=( ' f?!)
a l'ieration t, et l'ogerateur

Q( ' ') = Ellogh(yj" )ix;" 'I:

Comme dans le cas parametrique, I'esperance est prise suant la loi de y sachantx,
pour la valeur ' ' du pararretre :

k(yjx;' ") = K(yijxi;' ') = k(zijxi;'*);
i=1 i=1

k("x.lt):P(Zz"X.lt): P jtft(x Jt) . =1 m: (321)
jix; jix; P Ty 1 S .

Ainsi Q(' j' !) est donre par

l_lt:)@)(“ et : )
Ql ) k(ixi;* ") log( ) +log f(xi ) :

i=1 j=1

Pour une initialisation ' © = ( % f9), un algorithme formel pour estimer' est donc
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1. Etape E : calculer Q('j'!') en utilisant (3.21) et (3.22).
2. Etape M : choisir ' ™1 qui maximise Q('j'"Y).
La principale dicule de l'algorithme peedent est de  trouver f 1 tel que ' t*!

Cl o= (s maximise Q( ' Y). Dans le paragraphe suivant nous indiquons
une solution heuristiguea ce probeme dans le cadre du maale (3.14).

Methodologie pour I'EM semi-paranetrique. L'icee heuristique permettant
l'impementation d'un algorithme EM dans notre cas vient d u fait que les para-
nmetres des composantes du nelange sont en ealie des ggrances. L'icce est alors
de proeder ierativement de la manére suivante :

1. calculer un estimateurf t*1 def, en utilisant !;

2. remplacerf "1 dans letape M de l'algorithme EM (3.19){(3.20) pour calcu ler
t+1

Le principe d'estimation de f gue nous avons retenu est le suivant :etant donre
le paranetre euclidien (ou un estimateur !), et le fait que les composantes du
nelange sontegalesa un paranetre de localisation pes, nous conjecturons, qu'en
pratique, il est raisonnable d'estimerf au moyen d'un estimateura noyau base sur
les donrees convenablement recentees (la justi cation de ce point sera cetailee
plus tard). Dans la suite, nous noteronsx; la ieme observation recentee et par

A n de decrire I'esprit de la nethode, consicerons la situation ideale @ nous
aurions acesay = (X;z) et aw serait connu. Un estimateur consistant def
s'obtiendrait alors en e ectuant lesetapes suivantes :

1. calculerx = (X1;:::;%n), A Xj = Xj z, 1 =100,
2. calculer l'estimateura noyau de la densie f au moyen d'un noyauK et d'une
largeur de fenétreh,,,

fl\x(u) =

nhn i=1
Supposons maintenant que leg soient inconnus, mais que la vraie valeur de
soit connue. La dicule est alors de retrouver unechanti llon distribte suivant f
etant donre unechantillon distribte suivant g . La solution que nous proposons,
et dont nous prouvons la validie dans le Lemme 1 de [A12], esla suivante. On

S-2:0n prend X = Xij  z(xr), @ Z(x')2fLiiiimget z4 )= j quand
Z(x;")=j.

L'icee forte derrere ce dernier point est que si ' t est proche de la vraie valeur
du pararetre ', alors lechantillon X! sera presque distribie suivantf, ce qui
rendra I'estimateura noyaua letape ( t+1) able (proche de f), et permettra de se
rapprocher du comportement d'un algorithme EM classique aecf connue.
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3.2.2 Proedure semi-paranetrique de type EM

L'analyse du paragraphe pe@dent nous pousse donca cosicerer l'algorithme

EM semi-paranetrique (EM-SP) suivant, dont le passage de' ' ! ' ™1 s'opere en
e ectuant :
1. Etape E : calculer k(jjx;i;' Y, i=1;:::;n,j =1;:::;m utilisant  (3.21).
2. Etape S :
-pour i=1;:::;n, grerer ZYi(x;;' ) MO (LKk(jxi;t YD) =100 m);
- prendre ¥t = x; L., i -

3. Etape non-paranetrique (eactualisation du paranetre fonctionnel)

- estimateur a noyaux de la densie

1 X u x*tt
f,\ + = -
wn (W= h hy
i=1
- synetrisation
£ () = i (U) + Fran (1)
> :
4. Etape M : (strakgie EM paramnetrique pour eactualiser | e paranetre eucli-
dien)
(R
B (T
p =l
w1~ _pe KGO .
’ D1 kGixi;' 1)

Notons que letape M peut étre changee dans I'esprit de l'algorithme SEM (Stochas-
tigue EM), i.e. en utilisant le fait que les donrees compétes ontet pealablement
simukes pour calculer 'EMV du paranetre euclidien, soit :

j I 217 (xiy H=jg
i=1
+1 Pdnﬂ Xiltzi ooy v=jg.
EEE L coj=1nm

J ity iz (xii' HY=ig

(s
L'avantage de cette deuxeme version est qu'elle gerereune chame de Markov plus
simpleaetudier que celle engendee par letape M de l'algorithme peedent. Ayant
constat que les estimateursa noyaux des donrees recemesetaient assez proches de
la vraie densit (paranetriqgue) nelangee, il peut &tr e ineressant, dans un premier
temps, detudier la robustesse de l'algorithme EM face a la famille parametrique
de lois consiceee. Il demeure reanmoins que letude decet algorithme est d'une in-
croyable complexit, et que nous devrons sans doute nous tier de moyen techniques
suppkementaires (voir Robin et al., 2007) pour le contréler et montrer, un jour peut
&tre, sa convergence (en un sens qui restea e nir).



Chapitre 4

Methodes de Monte Carlo

Dans ce chapitre nous pesentons quelques contributions \a domaine des ne-
thodes de Monte Carlo par chane de Markov (MCMC) adaptatives. Le but des
MCMC est de reconstruire des lois d'inerét qui peuvent s'averer complexes, telles
gue les lois multimodales en grande dimension avec des mode&seloigres. Dans ce
type de situations, les nmethodes classiques comme HastisgMetropolis ou lechan-
tillonneur de Gibbs peuvent mettre un temps tes long avant de decouvrir leurs
dierentes egions modales. Le principe de base des netlodes adaptatives consistea
utiliser l'information sur la loi cible, obtenue lors des ierations pasees de la chame,
an d'explorer le plus e cacement possible son support dansle but d'aneliorer la
vitesse de convergence. Les travaux cecrits dans ce chapé sont en collaboration
avec Didier Chauveau.

4.1 Algorithme de Hastings-Metropolis avec apprentis-
sage ®quentiel

Nous pesentons tout d'abord le travail e ectie en [A6] qu i concerne une des
premeres avan®es en matere de MCMC adaptatives. L'algorithme de Hastings-
Metropolis (HM) permet de simuler une loi lorsque I'on ne connat que la forme
analytique de sa densita une constante multiplicative pes. Ce probkeme survient
par exemple lorsque l'on doit reconstruire la loia poseriori d'un mockle bayesien.
Le principe de l'algorithme de HM est le suivant :etant donnre la position courante
x de l'algorithme, on propose une valeurcandidatey au moyen d'une loiinstrumen-
tale pouvant cependre de x noee q(yjx) facilement simulable, puis on applique un
nmecanisme d'acceptation-rejet au candidaty pour constituer la valeur courante de
l'algorithme a letape suivante. Le pas de l'algorithme ¢ onduisant de x,a Xp+1 €st
cecrit ci-dessous :

1. simuler 'y q( jXn);
f (y)a(xnjy)
" (x(M)a(yjxn)
y avec probabilie (Y; Xn);
Xn avec probabilie 1 (Y Xn):

2. calculer (Y; Xn) = min

3. prendre Xp4+1 =

36



CHAPITRE 4. M ETHODES DE MONTE CARLO 37

Il est courant d'utiliser l'algorithme de HM avec une egle de proposition de
type marche akatoire, i.e. y, = Xp + "n+1, @ "p+1 €St une perturbation akatoire
de densie g inependante de la position courante x, et q(yjx) = g(y X). Les
impementations les plus courantes utilisent pour g une loi synetrique telle que la
gaussienneN (0; 2) en dimension 1, car la symetrie eduit le taux d'acceptationa

(x;y) = min f1;f (y)=f (x)g. La grande di cule dans ce type d'approche est le
choix du paranetre dechelle (voir Gilks et al., 1996). Typiquement, si la densie
g cerere des sauts trop petits, l'algorithme aura un taux d'acceptation fort, mais
pourra rester pege dans le bassin d'attraction d'un mode sans pouvoir visiter les
autres modes, alors que si la densieq gerere des sauts trop grands, l'algorithme
de HM aura tendancea visiter les queues de distribution de , ai la masse est tes
faible, ce qui entra’™mera un taux d'acceptation trop petit (algorithme ). Certains
auteurs ont propos de calibrer la variance de la marche a&atoire, de manere a
obtenir un taux d'acceptation ni trop grand ni trop petit (la valeur 0.23 a m&émeet
proposgee). Or il est aige de voir que cette recommandationn’est pas adapeea toutes
les situations. Prenons par exemple une densit a trois males avec un mode tes
eloigre des deux autres. Il se peut que, dans une telle sitation, nous puissions ajuster
une variance permettant de visiter ailement les zones sites sous les modes les plus
rapproctes (avec un ni trop grand ni trop petit durant la eriode ou l'algorithm e
ne visite que cette zone), mais que cet ajustement nous emgiée de visiter le mode
le plus eloigre, ceant ainsi un biais important dans les estimations futures. Le
probeéme du calibrage de la variance recessite en ealé un bonne connaissance du
paysage induit par la loi que l'on cherchea reconstituer. L'un de nos objectifs est
de proposer une eponsea ce type de probeme par une netlode \aveugle”. D'autres
auteurs ont chercte des proedures adaptatives permettat de mieux explorer le
support de la loi cible comme Haarioet al. (2001), Atchace et al. (2005) ; citons aussi
les travaux de Andrieu et Moulines (2006) sur I'ergodicie de certains algorithmes
MCMC adaptatifs.

Une autre version de l'algorithme de HM consiste a considger une loi instru-
mentale inckependante de la position courantex, i.e. q(yjx) = q(y). Cette deuxeme
approche autorise en ealie des deplacements beaucoumplus libres que ceux de la
version marche akatoire. Cependant la performance de cealgorithme est leea la
qualie de la loi instrumentale q comparativementa . Dans ce cadre, Mengersen et
Tweedie (1996) montrent I'ergodicie geonetrique unif orme de l'algorithme de HM
sous des conditionseclairant ce dernier point. Sig( ) > 0 sur le support de et
gu'il existe a 2]0; 1] tel que g(x) > af (x) pour tout x 2 , alors pour tout n 1,

kP'(x; )  kvr (1 &

al P"(x; ) designe la loi de l'algorithme de HMa l'instant n partant de x et k ky T
la norme en variation totale. Ce esultat montre en e et, qu e plus q est proche de
f (densie de ), c'esta dire\ a proche de 1" plus la convergence est rapide. Ce
esultat aee anelioe par Holden (1998), qui montre q ue, sous la conditionq af,
la densie p" de l'algorithme de HMa letape n \erie :

qp PO 0O D e posyp PR T

P P (1)
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P ()" P(pr)m ™
p° - |p™ - |p™
ao 1. ay)"t 1 )" M
e 2 &
a1 a
q aof pht af phz  af
Fig. 4.1 { Sctema ickal d'apprentissage en ligne aux instantsny;ny;:::, a1 P(q)" estlen-

iee du noyau de HM de loi instrumentale . Z2me ligne : constantes de minoration assocees
a I'emploi de la densie de l'algorithme comme loi instrum entale. 3me ligne : conditions de
minorations assocees.

Methode adaptative. Notre but est d'aneliorer la convergence d'un algorithme de
HM incependant ayant une loi instrumentale o® veriant o® agf , et assurant donc
la convergence geonetrique (4.1) determiree par ag. Un des leviers pour aneliorer
cette vitesse est de chercher une loi instrumentalg admettant une constante a se
rapprochant davantage de 1. A cette n, il apparat naturel d'utiliser la connais-
sance def dont on dispose au travers de la densigp”, puisque celle-ci, pourn assez
grand, se trouve arbitrairement uniforrement proche de f . Imaginons par exemple
que I'on puisse remplacer au cours du temps la densieP par les densies successives
p" ; nous obtiendrions alors le schema iceal decrit dans la Figure 4.1, avec des ane-
liorations extremement rapides des constantes de minor&ins a;; ap;:::, assocees
a la vitesse donree dans (4.1). Les densiesp” etant inconnues, on peut se doter
de m chames i.i.d. lan®es suivant l'algorithme de HM independant de loi initiale
et instrumentale o°, et estimer non-pararretriquement p" a partir desetats des m
chamesa letape n. Malheureusement, ces le premier instant d'apprentissag ni, la
construction de I'estimateur de p"* entrame un couplage des chames qui perdent
alors leur incependance et leur caracere Markovien, rerdant di cile letude theo-
rigue de ces processus. Nous contournons cette di cule enfaisant en sorte de ne
travailler que sur des chahmes i.i.d. gracea un arti ce de simulation.

Algorithme de HM adaptatif et esultat d'optimalie asym ptotique. Dans
[A6], pour estimer la densie de l'algorithme, nous avons toisi de consicrer, en
raison de sa simplicie, la nethode de l'histogramme. An de lever les dicules
techniques discuees dans le paragraphe peedent, nog consicerons un sctema treo-
riqgue consistantaeliminer, aux instants d'apprentissage, les chanes ayant permis
la mise a jour de la dernéere loi instrumentale (injecee ensuite dans les chames
restantes). Ce proede permet de conserver l'incependance et le caracere Mar-
kovien (non-homogene) des chames restantes, et d'utiier des esultats classiques
sur I'histogramme tels que les iregalies exponentielles de ceviation sur les classes
dans le cadre i.i.d. Nous supposons dans notre travail que ldensie cible f est
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C-Lipschitziennea support compact RS et minoee par une constante > O.
Cette condition est restrictive mais recessaire pour pouwir utiliser les esultats de
convergence presque stre uniformes sur . Dans la pratiqueil n'est pas recessaire
gue ces conditions soient strictement \eriees, puisque cette nethode sert essentiel-
lementa reconstruire une loi instrumentale localisant bien les zones charges par
sur un compact aussi grand que recessaire. Pour letude agnptotique de notre
algorithme, nous supposons disposer d'une in nie de copes i.i.d. d'un processus de
HM inhomogene ct ni pour une suite de lois instrumentales g". A n d'aleger les
notations, on suppose que l'apprentissage se faita tous &einstants (ce qui n'est
pas le cas en pratique). L'apprentissage a l'instantn utilise m(n) copies emprun-
tesa cet ensemble in ni, qui sont ensuiteelimirees. L a densie p" est estinee par
I'histogramme H,(n) construit sur les ealisations de cesm(n) chames (voir Bosq et
Lecoutre, 1987, pour la ¢ nition de I'histogramme et ses proprees). A n d'assurer
la consistance des estimateurs, nous exigerons que(n) tende vers I'in ni avec n
a un egime que nous peciserons. La loi instrumentale g" est soit H (), soit une
egere modi cation de Hp(py (lorsque surviennent certaines classes vides) de manere
a assurer la condition de minoration q° a,f, pour tout n 1, aveca, 2]0; 1].
Dans ce cadre, nous montrons tout d'abord une convergence dype (4.1) pour les
lois marginales des chames encore en viea letape. Nous montrons ensuite, sous
des conditions techniques rappekes ci-dessous, une galie exponentiellea distance
nie (4.3) pour I'histogramme H, ) base sur m(n) ealisations i.i.d. suivant p". Ce
esultat cecoule d'une iregalie exponentielle pour | a loi multinomiale (Bosq et Le-
coutre 1987), et exige dans notre situation que la largeur declassediy,) ne tende
pas trop vite vers 0 (condition (4.2))

Proposition 1 Soit Hy, := Hpy, () I'histogramme dep”, hy, la largeur de ses classes,
et"> 0. Posons

n 0
sup M + pgth

n=2A 1
mn Amhs, 5 f (x)

Sihpm! 0, mhy ! +1 lorsquen! +1 , mh3 = o(n) et
mh3 20" qn)? form>mogn>ny; (4.2)

@ noetmoerient (" mging) > 0et("  mgng)hy, 1, nous avons alors, pour
n>ngetm>mg:

P supjHm(x) p"(x)j>" 3exp mhP("  mn)?=25 : (4.3)
X2

Nous montrons en n que l'algorithme avec apprentissage quaous proposons converge
plus rapidement versf que tout algorithme de HM homogene usuel utilisant une loi
arbitraire o° satisfaisant ®  aof . Le esultat donre ci-dessous exprime le fait que
l'algorithme n'utilisera pas in niment souvent une loi ins trumentale \moins bonne”
que ¢°, c'esta dire \eri ant une condition de minoration du type q" af avec
an < ay. Il faut pour cela calibrer le egime m(n) a n de montrer, par un lemme de
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Kullback information

0.06

N 1L 1.

140 60~ 80 100

Fig. 4.2 { Gauche: Vraie densie. Droite : estimation de la distance de Kullback
entre p" et f pour la chame adaptative (trait plein) et la chane homogne (trait
pointile).

Borel-Cantelli utilisant (4.3), que lesevenements \ind esirables"” ne peuvent survenir
gu'un nombre ni de fois. Une facon plus rigoureuse d'exprimer ce esultat consiste
a introduire

T(ag)=inf ft2 N : 8n t; a,>aog;

l'instant akatoire au-deh duquel tout algorithme de HM independant, utilisant la
loi instrumentale " pour n > T (ap), est plus rapide que I'algorithme initial (au sens
al I'on sait cemontrer une vitesse plus rapide).

Treoeme 5  Si m(n) \eri e les conditions de la Proposition (1), et

m(n)h?s clog(n); (4.4)

m(n)
al c= ¢( ) est une constante explicite, alorsP(T(ag) < 1 )=1.

Simulation bi-dimensionnelle. A n d'illustrer le comportement de notre nmethode
dans un cadre multivare, nous proposons de la confrontera une loi de nelange a
guatre composantes gaussiennes bi-dimensionnelles. Lemranetres du mockles sont

poids : 1=0:5 2 =0:3; 3=0:15 4 = 0:05

) _ *10 . _ 15  _ 5 . _ 12

moyennes . 1= 10 y 2~ 15 y 3~ 15 y 4= +07 ’
. . 1 0 05 0 05 0
variances 1= 2= 0o 1 ° 3= 0o 3 4= 0 1

La Figure 4.2 donne le graphe de la loi cible, ainsi que I'allte de la convergence,
au sens de Kullback, des algorithmes de HM adaptatif et homege. La nethode
d'estimation pour ce deuxeme graphigue est cetailee dans le paragraphe 4.2.

Nous avons utili, pour notre algorithme adaptatif, le sdema d'apprentissage
suivant : il a d'abordet initiali® avec 231 chames en paralkle, et a e ecte 4 mu-
tations aux instants | = (1;3;5;7), avec des ensembles de chames en paralele de
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Single chain path, n =100 iterations Single chain path, n =100 iterations Single chain path, n =3850 iterations

10 . :‘*' 10 :: : -10 N ;gff;t

20 200 2000
20 10 10 20 20 10 10 20 20 10 10 20

o
L

Fig. 4.3 { Visites d'une seule chane Gauche: pour n = 1000etapes de la chame
adaptative ; Milieu : pour n = 1000 etapes de la chane homogene ;Droite : pour
n = 3850etapes de la chane homogne.

Proposal at mutation 1, time n =1 Proposal at mutation 2, time n

Fig. 4.4 { Lois intrumentales successivesa chaque instant d'appretissage.

taille N () = (40;50;60; 80). La chane nale qui utilise g7 ae ectte n = 2000 sauts.
Cet algorithme adaptatif a nalement e ectlie 3050 sauts, d ont 1050 ontet utili®es
pour construire les quatres densies instrumentales. Nos constatons aux travers des
Figure 4.2 et 4.3 que la richesse d'exploration de la chamadaptative lui permet,a
nombreegal de sauts, de faire beaucoup mieux que la chanleomogene. La Figure
4.4 montre en n avec quelle rapidie l'apprentissage de laloi cible s'e ectue.

Algorithme de Hastings-Metropolis en ineraction. A n deviter le gaspillage
de cha™mes qui, une fois utili’ees pour lI'apprentissage @ la loi cible, etaient mise de
cok, nous avons propog dans [A5] un syseme de couplagd‘algorithmes en paralele
(non incependants) pour lequel nous pensions que la convgence des marginales
vers la loi cible etait plus rapide et sans biais. Or un contre-exemple dans un cas
simple nous a monte que cette intuition etait erroree. D epuis, ce probeme aee
reconsicee avec suces par Del Moral et Doucet (2003) das une approchea rebours.
Notons toutefois que la proedure propoee dans [A5] dona de tes bons esultats
en pratique, et qu'une fois le syseme de apprentissage afk, les chames esultantes
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convergent exponentiellement vite vers la loi cible.

4.2 Comparaison de MCMC via l'entropie

Les nmethodes de Monte Carlo par chames de Markov (MCMC) grerent une
chame de Markov (X (M),, o dont la loi stationnaire admet une densit de probabilie
f sur un espace detat RS. Dans les situations a1 I'on ne sait pas simuler
suivant fR ou lorsqu'il n'existe pas de calcul exact pour des inegrdes de la forme
E:[h] = hX)f (x)dx, les methodes MCMC sont tes utiles, puisque pour T assez
grand X (T) est presque distribiee suivantf , et E; [h] peut etre approctee par la
moyenne ergodique de la chame. Les nethodes les plus camment utiliees sont
l'algorithme de Hastings-Metropolis (Hastings, 1970) et &chantillonneur de Gibbs
(Geman et Geman, 1984). Nous avonsevoqte dans le paragrdme 4.1 les di cules
inferentes au choix d'une bonne stratgie de simulation € les e orts meres dans ce
domaine pour proposer des nethodes adaptatives e caces. Hus proposons dans ce
travail une approche nethodologique permettant de herarchiser diverses stratgies
de simulation au moyen d'un criere base sur I'entropie. Supposons que I'on souhaite
comparer deux algorithmes MCMC partant d'une méme loi initiale p? = p9 dont
les densies a lieration n sont p} et pj. Un indicateur naturel de la qualie de
l'algorithme est levolution dans le temps de la divergence de Kullback-Leibler entre
pl',i=1;2etf donree par

P (x)
f(X)

@l pour toute densie psur , H(p) = RIog(p(x)) p(x)dx cesigne I'entropie relative
de p. Lorsquef est analytiguement connue, un estimateur fortement convegent de
Epr [logf ] s'obtient au moyen d'une inegration de type Monte Carlo utilisant par
exempleN cha™mes i.i.d. de l'algorithmea letape n. Malheureusement commef est
en cereral la densiea poseriori d'un mocele bayes ien, on ne la connait en ealie
gua une constante multiplicative pes, i.e f ()= C' () ai la constante de normalisa-
tion C n'est pas accessible. Cependant, si I'on souhaite compars comportements
en entropie de deux stratgies, la connaissance dé n'est pas recessaire pour estimer
la dierence de leur divergence par rapporta f, puisque

D(pf;p2:f) = K(pi;f) K (p3:f)
H(pl) H (p2)+ Epllog'] Epllog" I: (4.5)

La distance de Kullback est la seule divergence assurant det propree, ce qui en
fait un outil particulerement appeciable pour letud e des algorithmes MCMC. No-
tons que nous aurions pu cherchera estimer d'autres distaces comme la distance
L1 ou L2, mais I'estimation de ces distances requiert des conditiantechniques aussi
di cilesa \eri er que celles exigees pour I'estimation de I'entropie. Nous aurions du
de plus nous confronter au probeme de l'estimation deC par d'autres techniques,
ce qui totalement inenvisageable dans un contexte MCMC nortrivial. D'autres au-
teurs, comme Doucet al. (2006), se sont servi de la distance de Kullback pour ajuster

z
K(p';f)= log p'(x)dx = H(p) Epr[logf];
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des strakgies de simulation. Pour estimer les entropieselatives H(p';f), i = 1;2,
impligwees dans (4.5), nous utilisons une nethode propose par Gyer et Van Der
Meulen (1989), qui ceccompose unechantillon X y i.i.d. de taille N, distribte suivant
une densit gereriqgue p, en deux sousechantillonsY y = (Y;) et Zy = (Z;) & nis
par :

Yi = Xy; pouri=1;:::;[N=2]
Zi = Xz 1; pouri=1;::5[(N +1)=2];

al [ ] cesigne la partie entere. Soit Py (X) = Pn (X; Zn ) l'estimateura noyau de la
densie p & ni par

1 [(Nx1) =2] 7
X)= ————— K Lo x 2 RS;
P (X) RN+D=2 hy
al le noyau K est une densie de probabilie sur RS, hy > 0 avechy ! 0 et

Nhy ! +1 lorsqueN ! +1 . L'estimateur de I'entropie introduit par Gy er et
Van Der Meulen (1989) sécrit alors sous la forme

IN=2]

Hn (p) = log By (Yi)dpy (vi) ay s (4.6)

N=2] _,

a0 <ay < lavecay ! OlorsqueN ! +1 . L'une des grandes dicules de
notre travail aee de montrer que les hypotteses de egularie (caracere Lipschitz,
cecroissance des queues, etc.) exigees pour la consistaamde I'estimateur (4.6)etaient
\eriees sur les densies successives de certains alggthmes MCMC. Nous donnons en
particulier deux sries d'hypotreses (voir Propositions 2 et 3 et le Treoeme 1 dans
[B1]) assurant la validie de notre approche pour I'algorithme de Hastings-Metropolis
incependant vu dans le paragraphe 4.1. Une illustration decette methode est donree
dans la Figure 4.2 (dans un cadre ai la constanteC de normalisation de f est
connue), montrant clairement la sensibilie de I'entropi e auxetapes d'apprentissage.

4.3 Echantillonnage d'importance : f -correction de la
loi instrumentale

Dans un travail en cours [B4], en collaboration avec Didier Gauveau et avec
l'aide de Cecilia Lavanant, etudiante de Master, nous proposons une mnethode de
eduction de la variance pour la nethode dite d'echantillonnage d'importance (tra-
duction de importance sampling. Le principe de cette nmethode est le suivant : sup-
posons que, comme dans les paragraphes 4.1 et 4.2, nous satitwas approcher des
inegrales du type E¢[§], au f est une densie sur RS de la formef ()= C' ()
al la constante C = ' (x)dx de normalisation est inconnue. L'icke consistea si-

d'estimer E; [h] au moyen de la loi forte des grands nombres qui, sous des cations
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ad hocde moments, donne :
Ty = =P ﬂ(x)g(x)dx = E¢[h]; lorsque n! +1: 4.7)

Comme pour l'algorithme de HM la qualie de I'estimation d ecrite peedemment
(voir Robert et Casella, 2004) cepend fortement de la resseblance entre la densie
instrumentale g et la densit cible f, l'ideal etant de pouvoir simuler directement
sousf . Nous proposons dans ce travail un moyen d'aneliorer la qube de la densie
instrumentale g en recti ant son allure aux endroits a1 g est loin def . Une solution
est par exemple de ceer des modes aux endroits af en possde mais pag, eta
contrario d'abaisser g aux endroits au f est faible et gelewe. Douc et al. (2006)
s'ineressenta ce probeme et proposent dajuster des lois de nelange (avec un
nombre de composantes ») a n de mimer au mieux le relief dela densit cible f .
Nous proposons pour notre part un estimateur consistant dé base sur un estimateur
a noyau reponcee utilisant lechantillon instrument al. Cet estimateur def est ce ni
de la manere suivante :

1 X X X

nhs K hn g(X')
fih(x) = =1 © X2RS (4.8)
1 X
o E(Xi)
i=1
al le noyau K est une densie de probabilie sur RS, hy > 0 avechy ! 0 et

Nh¥ ! +1 lorsquen! +1 . Nous conjecturons que sous certaines conditions la
famille de fonctions

X '

F= K — —();x2R% h>0
h g

forme une classe de Vapnik-Cervorenkis borree de fonctios mesurables. Si nous
parvenons a montrer un esultat de ce type, avec des conditons raisonnables sur
', g et K, nous aurons alors, en utilisant les travaux de Gire et Guilou (2002),
une vitesse de convergence presque sore §€, fjji vers O lorsquen ! +1 :
Notons que d'un point de vue nethodologique la densie (48) est facilement si-

mulable puisqu'elle corresponda un rrelangea n coerosantes £hpK % , a

i =1;:::;n, dont les poids du nelange sont=(X;)= iz1 3(Xj). On estime alors
E; [h] au moyen de Iestlmat(—:‘urTfAn e ni en (4.7). Letape de reechantillonnage
au sens de cet estimateura noyau reponcee, peut s'appaentera une version lisee
de la nmethode de reechantillonnage par poids d'importance (voir, e.g., Cappe et
al., 2005) couramment utilie en ltrage particulaire (Del M oral, 2004) ou dans les
approches bayesiennes (Robert et Casella, 2004). Un projeneressant concerne la
normalie asymptotique de Te lorsque le nombre de variables instrumentales tiees
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tend vers l'in ni. Il esta noter, comme toujours dans ce typ e de probeme, que le
contréle des queues de distribution de’ (ou d'une version modiee) jouera une role
peponckrant.

4.4 Simulation de la convergence en entropie de chanes
de Markov

Dans [Al1] nous proposons, en collaboration avec Didier Chuweau, de controler
le comportement en entropie de certaines chanes de Markastabilie, convergence
vers la loi stationnaire, vitesse dans le TCL) au moyen d'un aitil statistique utilisant
des ealisations i.i.d. de ces chames. On suppose simpient que le noyau de transi-
tion de la chame d'inerét admet une densie par rappor ta une mesure dominante,
gue l'on connait analytiquement cette densige, et que I'on sait la simuler. Nous in-
troduisons pour cela un estimateur de I'entropierelative H (p!) = Ep (log p!) assocee
a la densie marginale p' de la chane de Markov d'ineréta linstant t 1. Cette
estimation sera ensuite compaeea une entropieexterne H (p}; p') = Ep (log pH), a

les p} sont les densies successives d'une autre chame de Markdien choisie.

Estimation par double Monte Carlo. Soit X = (XY; ¢ une chame de Markov
inhomogenea temps discret,a valeurs dans une espace @tat mesurable E; E). On
suppose que pour toutt 0, la densie de transition g' par rapporta une mesure de
etrence - nie est analytiquement connue. On sait que les densies narginales
de la chame de MarkovX sont donrees par sa densie marginalep® et la formule de
ecurrence : 2

py)=  pxd(xy) (dx); t O

L'icee principale de notre travail consistea remarquer que si nhous disposions d'un
echantillon

Xt = (XL X5 X); Lid ph

nous serions en mesure d'estimer ponctuellememq*! au moyen de la loi forte des
grands nombres
z

1 X try toyy PS to. t — At Y- .
N qgXy) ! gx;y)p(x) (dx)= p™(y); lorsquen! +1: (4.9)
k=1

Ainsi nous pouvons attendre qu'en inegrant le log du membre de droite de (4.9) au
sens de Monte Carlo, au moyen d'un deuxemeechantillon ii.d.
X-t+l - (X§_+1 . >(~£+1 ..... >(~t+1 . ii.d pt+1 .
) LR | N ] daU y

incependant de X!, qu'il y ait convergence versH (pt*1). Il est donc naturel d'intro-

duire
|

" !
log gXg;xty (4.10)
=1 k=1

1 X
+1y —
|ii(pt )= N
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On notera, dans le meéme esprit, que la quantie ¥ (p{**; p'*1) obtenue en rempla-
cant X! dans (4.10) par unechantillon ii.d. Y'=(Y5Ys i vy)  pit devrait
converger vers l'entropie externeH (p};p'). Nous montrons, sous des conditions de
moments, les esultats suivants :

Treoeme 6  Sipourtoutt O, le noyau de transition re-normalie

t(x:
ri(xy) = %
est non-cegeree et \erie :
S irt oY)t <1 pour > O
et
Eje jlogp™ (X Y)j? < 1;
alors
it ettty 1R (et ptt); lorsquen! +1;
et
"N Byt p*t) H (ftp*t) IN (0 b lorsque n! +1 ;

a = varga [logp'**] + vary [R(X)] et R(x) = Epi [(x;Y))].

La preuve de ce treoeme utilise une cecomposition inspiee de Del Moral et Guion-
net (1999). Les techniques mise en oeuvre sont leesa la #orie des U-statistiques
(voir Sering, 1980) eta une iregalie de moyenne cevia tion duea Fuk et Nagaev
(1971, 1976). Sous une condition de moment plus forte, et entilisant de nouveau
une technique inspiee de Del Moral et Guionnet (1999), nos montrons la conver-
gence forte de nos estimateurs. Une dierence par rapporta ces auteurs est que
I'emploi d'une iregalie de moyenne ceviation nous perm et de relaxer leur condition
de moment de 6a 4+ pourtout > O.

Treoeme 7 Sous les conditions du Theoeme 6, si I'on remplace la condion
(4.11) par :

=

ot ptt irtoGY)itt o<1 pour > O

alors

At p*t) PR (i pt*™);  lorsque n! +1:
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Applications.

Nous avons mis en oeuvre notre methode pouretudier la stalilie
d'un processus AR(1) avec bruit gaussien, ainsi que la vite®e de convergence dans

le treoeme central limite. Pour cette deuxeme applica tion, nous avons utilis le fait
que les variables du type

(4.11)
i=1

al X1:X5:::: sont des variables akatoires i.i.d.a valeurs dansRY, de densie com-
munef par rapporta la mesure de Lebesgue, forment une chame de Etkov. Il su t

detudier pour s'en convaincre, la structure autoregressve inhomogene du mockle
r

n
+

Yh+t = n+1Yn pn

X on 1
1 n+l
le noyau de transition de cette chane de Markov skcrivan alors tes simplement
sous la forme :

Teay) = (n+ 2 Pty P
En supposant queE[X ] = 0, et sous une condition de moment d'ordre 2, nous savons
que

Yo N

4(0; ) lorsque n! +1 ;

al est la matrice de variance-covariance de X et Ny designe la loi gaussienne en
dimensiond. Ce constat fait, il nous est apparu ineressant de repesnter levolution
dans le temps de la distance de Kullback entr@", la densie de Y,,, et , la densie
de la loi N4(0; ), soit

K("; )= Ex(ogp") Ep(og ):

(4.12)
Nous constatons que nous pouvons estimer le premier terme duembre de droite de

4.12 en utilisant (4.JFQ), et que le deuxeme terme s'estimeplus simplement encore
en consicerant N 1 L log( (Yn:)), @ Yn:1;Yn:2;::: sont iid. suivant p". La

1 \
0.8 |

08 |
061 .\

0.6 \
\\
0.4 0.4 N\
\\
0.2 . 0.2 Y
‘,,\\\\ \\:‘\\\‘ L
10 I5-20-°C25 5 10 15

Fig. 4.5 { Mocele U 500 (trait plein), M (trait pointile) et

pour N =200 (gauche), etN = 5000 (droite).

20 25

M (trait discontinu)

Figure 4.5 repesente le comportement de la distance de Kiliback, estinee avec 200
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puis 5000 chames, entre la loi deY,, e nie en (4.11) et la loi N (0;1) lorsque les
Xi sont respectivement i.i.d. suivant une loi uniformeU; »9.0) €t les deux moceles
de nelange M, et Mya composantes gaussiennes dont les paranetres sont does
ci-dessous :

NN -

M1

M, : =2, 1= 200 2=1; ,=20; 2=16:

Nous constatons clairement aux travers de la gure 4.5 les diparies importantes qui
peuvent exister dans l'approximation gaussienneevoque plus haut et situer aussi,
pour la premere fois, des ordres de grandeurs raisonnabdesur la taille dechantillon
recessaire en pratique pour sa prise en compte. En particigr, au travers du graphe
assoce au moceleM o, lorsque la loi desX; a des queues de distributions plus lourdes
celles de la loiN (0; 1), nous pouvons observer que la loi d&, met plus de tempsa
converger vers la loi normale centee eduite.



Chapitre 5

Algorithmes stochastiques

Ce chapitre est consace a letude de deux algorithmes sibchastiquesa pas de-
croissant que j'ai choisi detudier en marge de mes travauxen Statistique. Le travalil
(en cours de edaction) sur I'algorithme du bandita deux b ras [B2] est le fruit d'une
collaboration avec Pierre Tares.

5.1 Recuit simué avec un estimateur £quentiel de kne r-
gie

L'objectif premieretait de se doter d'un algorithme d'opt imisation stochastique
pouvant gerer l'arrivee de quences d'information sur une fonction ciblea minimi-
ser. Un champs d'application naturel pour ce type d'approcle est l'optimisation des
fonctions de contraste ou de egression intervenant en Stigstique.

De manere plus pecise, on se donne ), o une suite d'estimateurs fonction-
nels d'une certaine fonctionH (appeke potentiel ou energie d nie sur un espace
mesue ( ;B; ), telle que les hypotleses suivantes soient \eriees :

(H1) Il existe une suite deterministe ( n)n o, decroissante vers 0, telle que
kH, Hki = O(n) p:s:
a k ki designe la norme uniforme sur .

(H2) La fonction H est de classeC? sur et admet un ensemble ni de minima
globaux (noe H ).

Nous rappelons qu'il est possible de d nir pour la fonction H une mesure de
Gibbs G .4 a la temperature T =1= , avec > 0, de densie relativementa de
la forme Z

1 _ w
—e o Z o= e

H .
Z .

49
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SiH wrie (H2) , cette mesure de Gibbs a la proprete de charger, lorsquea tem-
perature T tend vers 0, uniguement les minima globaux de la fonctiorH , i.e.
1 X
Gy ! = k ; lorsque ! +1; (5.1)
2H

a k =(detr?H()) etz = P »n k. On suppose dans cette etude que la
fonction H est inconnue, mais peut etre approctee au sens deH(l) . La nethode
tecrite ci-dessous a pour but d'optimiser (pasa pas) les stimateurs H, dans l'es-
poir d'optimiser asymptotiquement le potentiel H. A cette n, on & nit pour tout

n 0 une mesure de GibbsG .4, adapeea H,, ww , est un paranetre donre
tependant de n.

Nous montrons dans un premier treoeme que, sous les hypdeses (H1-2) , les
mesure de GibbsG .4, et G .4 ontle méme comportement asymptotique, au sens
de (5.1),si n n! Olorsquen! +1 .

Ce premier pointetabli, on propose de simuler le comportenent asymptotique
du processusa valeurs mesuresQ@ ,-1,)n o au moyen d'une chame de Markov in-
homogene ( n)n 0, dont le noyau de transition dit de Metropolis skcrit pour chaque
n 0O sous la forme :

N v, (0d ) =2,y HaONCGd )+ 1y (ysu,()N(3d )+ Qn (d);

a N est un noyau markovien, homogene, \eri ant la condition d e Harris sur (voir
Meyn et Tweedie, 200@, et la propreke de eversibilit e par rapporta la mesure . Le
terme Qn serta avoir N ..4,(;d )=1. La eversibilie permet de montrer que
la mesureG .4, est eversible pour N .4,. On montre alors le theoeme suivant :

Treoeme 8  Sous les hypotleses pe®dentes, et pour, de la formen , avec
> 0, il existe une constante g explicite telle que pour tout < get , = logn,
on ait :

kP, G ,nu,kvt! O p:s; lorsque n! +1;
a P, dsigne la mesure de probabilie de la chane de Markov,a l'instant n 0.

En conclusion, ce theoeme exprime le fait que la loi de la dia@me de Markov ( n)n o
se concentrera, comme voulu, presque sarement sur les mima globaux de la fonction
H. Des simulations de cet algorithme, appligtea l'optimis ation de la log vraisem-
blance des donrees tronglees pour les CMC, se trouventad n de ma ttese de
doctorat.

5.2 Probéme du bandita deux bras dans un cadre er-
godique

L'algorithme du bandita deux bras est une proedure d'app rentissage statistique
permettant de detecter entre deux sources de kere ces, kras d'une machinea sous
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par exemple, laquelle est la plus protable. Supposons qa tout instant n 2 N,
nous ayons le choix de jouer avec un bra8 ou un brasB, et que ces bras puissent,
incependemment du pass, nous faire gagner respectivenmt un euro avec probabilie
pa (resp.pg) et ne rien perdre avec probabilie 1 pa (resp. 1 pg). Dans une telle
situation, le bras A est dit plus pro table que la bras B si pa > pg. L'algorithme du
bandita deux bras aee introduit par Norman (1968) en psy chologie matrematique,
puis par Shapiro et Narendra (1969) en ingenerie comme aiomate d'apprentissage
lireaire (voir le \survey" et le livre de Narendra et Thatha char, 1974, 1989). Cette
proedure permet de jouer akatoirement avec les brasA et B, avec la propree
de <lectionner presque strement le bras le plus favorabllorsque que le nombre
d'essai tend vers I'in ni. Une application naturelle de ce type d'algorithme aee
developpee par Niang (1999) dans le cadre de l'allocation @ con ance pour les
marches nanciers. Decrivons plus en cktail le fonction nement de cet algorithme.
Pour tout n 2 N, on note X,, la probabilie de choisir le bras A a letape n, et on
xe Xo = x 2]0; 1[. Les probabilies X evoluent ecursivement selon la proedure

8
< Xn+ n(l Xp) siUpg =A,et an+1 =1

8n O, Xn+1 = . (1 n)Xn Sl Un+1 = B, et B;n+1 = l , (52)
’ Xn sinon:

a og=cet p, = cHc+ n), avecc 2]0;+1 [, Uy+1 est une variable akatoire
correspondant au label du bras choisia l'instantn+ 1, et an+1 (resp. g:n+1) cor-
respondenta la performance,a valeurs dansf 0; 1g (1 pour suces, 0 pourechec), du
bras A (resp. du brasB)a l'instant n + 1. La formule (5.2) dit explicitement ceci :

si on joue A et que I'on gagne, on renforce la probabilie de le jouera Etape sui-
vantea hauteur d'un terme additif valant (1 X4,), sion joueB et que I'on gagne
onaaiblit X, dunfacteur0< (1 ) < 1, etdans les autres cas on ne change rien.

En consicerant (1,,), 1 une suite i.i.d. de variables akatoires uniformes sur [Q1],
le label du bras jowe a linstant n + 1 est moceli® par Un+1 = Al x, +
B1,,,>x,.- Comme nous l'avons evoqle peedemment, on consicere en gereral
que les suites de variables akatoires (a:n)n 1 and ( g:n)n 1 Sont i.i.d., mutuelle-
ment incependantes, et respectivement distribtees suiant une loi de Bernoulli de
paranetre pa et pg. Paradoxalementa la grande simplicie de l'algorithme ( 5.2), il
a fallu attendre une trentaine d'anrees pour que le bon crigre de convergence voit
le jour. Ce esultat aee obtenu par Tares (2001), puis ¢reralie dans Lamberton
et al. (2004). Notons que Benem et Ben Arous (2003) etudient aussi un algorithme
de type bandita deux bras dans un contexte de theorie des jeix. Recemment Lam-
berton et Pages (2005a{b) ontetabli des vitesses de convegence pour l'algorithme
du bandita deux bras ainsi qu'une version penalise de ce algorithme.

Dans [B2], nous proposons avec Pierre Tares, letude asynptotique de l'algo-
rithme du bandita deux bras lorsque I'hnypottese d'incep endance est levee sur les
suites ( an)n 1 @nd ( g:n)n 1. Nous supposons cesormais la condition d'ergodicie
suivante :
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(E) (Ergodicie). Les ealisations des brasA et B \eri ent
1 X 1 X
_ i l . - _ . l . )
- ak LA ps et - Bk 1, B PSS (5.3)
k=1 k=1

al A> B 0, ce qui signi e que A rapporte asymptotiquement plus que
B. Notons gu'une telle condition permet de consicerer des guations plus ealistes
en pratique. Par exemple, dans le contexte de la slection al meilleur trader ciee
dans Lamberton et al. (2004), les hypotheses d'incependance et d’'homogeneé non
ealistes pour quali er les \performances humaines" des traders, peuvent ainsi étre
alegees. Nous avons voulu mettre enevidence dans ce traail le fait que l'algorithme
du bandita deux bras se joue des structures stochastiquesoktales assocees aux
performances des bra®\ et B, mais valorise surtout leur aptitude au suces sur de
tes grandes plages de temps (du moment qu'un principe de sgriorite ergodique du
type (5.3) existe). Notre esultat principal repose sur une nouvelle cecomposition de
l'algorithme (voir Lemme 1) faisant appara'tre la diere ncer_c,ies moyennes ergodiques
de chaque bras. Nous & nissons pour toutn 1, , = k -0 ( Ak+1 Bk +1
(A B)); avec ¢ = 0; ainsi que la fonctionf (x) = x(1 x) 0, pour tout
x 2 [0;1]. Les -algebres d'inerét sont :

et
pour n 1, Fo=GJ[ (Ig;:::;1qn):
Lemme 1 |l existe une martingale (Mp)n o, B nie pour tout n 0 par
X

Mn+1 = k'Kk+1;
k=0

avec
8k 0, Ex("k+1jFk)=0; Ex(("k+1)2jF k) CXy;

@ C =32+ ¢ et telle que, pour toutn 2 :

X
Xns1 = X+ Mn+( A B) k(1 + Wi (Xi) + ner nf (Xn); (5.4)
k=1
al
1 1 k+1 I . ) I .
Wgj D cr kel | 0 Py as:; lorsquek! +1;
avecD = -*2C

=
En utilisant une technique de preuve inspiee par celle de &res (2001) dans le cadre
i.i.d. nousetablissons le threoeme suivant :
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Treoeme 9 Sous I'hypottese d'ergodicie (E) , nous avons

(i) Pour tout ¢ 2]0;+1 [, le processus(Xn)n o G ni en (5.2) converge Py-presque
srement versO ou 1.

(i) Pour tout ¢ 2]0;1= g, le processus(Xn)n o @& ni en (5.2) converge Py-presque
sarement vers1.

Le Lemme 1 permet de montrer, etant donree la convergence symptotique de la
martingale (M,)n o, la convergence presque stre dex ¢ vers 0 duea (E) , eta
'encadrement 0 X, 1, que

X
kXl Xy <1 Py p:s: (5.5)
k=1

La condition (5.5) implique que X, tend presque sdrement vers 0 ou 1 lorsque
tend vers I'in ni. Nous montrons aussi un principe de \frein" pour la descente de
l'algorithme vers 0.

Lemme 2 Sous la condition d'ergodicie (E), pour tout " > 0, il existe presque
srement un rang no(") (akatoire) tel que pour tout N ng("), X, n ¢8@+"),

Sous la condition 0< ¢ < 1= g, nous montrons en utilisant les Lemmes 1 et 2, et
l'iregalie de Doob pour les martingales, que \moralement" si l'algorithme descend
pes de 0, la variance conditionnelle du bruit ne lui permettra pas de passer en
dessous d'une fraction »e de sa valeur courante. Ceci emne que liminf X, > 0
pour chaque trajectoire, et donc que l'algorithme convergeobligatoirement vers 1.
Nous etudions actuellement la possibilie d'acekre r la decroissance vers 0 de
sous une condition faible de vitesse assocee au comportemt ergodique (E) .
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