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Chapitre 1

Introduction

Ce document de synth�ese rassemble les travaux de rechercheque j'ai e�ectu�es de-
puis le d�ebut de ma th�ese de doctorat. Mon travail s'articu le autour de deux grands
th�emes : les mod�eles �a donn�ees manquantes et les algorithmes stochastiques. Je me
suis initi�e �a ces deux sujets durant ma th�ese, faite �a Mon tpellier et Toulouse durant
les ann�ees 1993-97, et le post-doc que j'ai e�ectu�e ensuite �a l'universit�e de Pavie (Ita-
lie) en 1997. Je poursuis actuellement leur �etude au sein dulaboratoire d'Analyse
de Math�ematique Appliqu�ees de Marne-la-Vall�ee, o�u je s uis mâ�tre de conf�erences
depuis le mois de septembre 1998. Concernant les mod�eles �adonn�ees manquantes,
je me suis principalement attach�e �a la g�en�eralisation d es mod�eles de Markov cach�es
et �a l'�etude de nouveaux mod�eles de m�elanges semi-param�etriques. Dans la partie
algorithmique de mon travail, je me suis essentiellement int�eress�e �a l'optimisation
des m�ethodes de Monte Carlo et �a l'�etude de deux algorithmes �a pas d�ecroissant
dans des contextes non standards. Les quatres th�emes de recherche bien distincts
que je viens de citer ont en r�ealit�e certains points communs qui apparâ�tront �a la lec-
ture de ce document. En e�et deux des questions fondamentales abord�ees au travers
de mes di��erents travaux concernent l'importance de la "qualit�e" de l'ergodicit�e en
Statistique, et le rôle que peuvent jouer certaines m�ethodes non-param�etriques dans
des contextes habituellement param�etriques ou bay�esiens. La pr�esentation g�en�erale
des travaux (ainsi que sa traduction anglaise �a suivre) d�ecrit de mani�ere aussi peu
technique que possible les motivations, r�esultats et applications de mes di��erentes
contributions aux domaines pr�ec�edement cit�es. Dans certaines parties consacr�ees
�a la pr�esentation d�etaill�ee de mes travaux, j'ai choisi , dans un souci de valorisa-
tion, d'illustrer les avanc�ees num�eriques apport�ees par nos approches aux moyens de
quelques outils graphiques. De même, lorsque nos m�ethodes ont pu être test�ees sur
des donn�ees r�eelles, j'ai choisi de rappeler le contexte exp�erimental de l'�etude ainsi
que les conclusions que nous avons pu apporter. La liste de mes publications, articles
soumis ou en pr�eparation �gurent au chapitre 6 et les r�ef�e rences, respectivement de
la forme [A1] ou [B1] dans le texte, renvoient �a cette liste. Une bibliographie �gure
�a la �n de ce document et les r�ef�erences �a cette bibliogra phie sont faites en citant
le(s) auteur(s) ainsi que l'ann�ee de l'article (ou livre) concern�e.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 3

1.1 Pr�esentation g�en�erale des travaux

Je pr�esente dans ce qui suit les travaux acad�emiques r�ealis�es durant mon par-
cours de recherche. Dans un souci de clart�e, je tiens �a pr�eciser que les travaux [A1]
et [A2] d�ecoule directement de ma th�ese de doctorat et que [A4] a �et�e obtenu durant
mon post-doc.

Comme il l'a d�ej�a �et�e dit dans le paragraphe pr�ec�edent , mes travaux s'articulent
autour de quatre th�emes principaux : les mod�eles de Markovcach�es ; les mod�eles de
m�elange semi-param�etriques ; l'optimisation des m�ethodes de Monte Carlo (et leur
utilisation pour l'�etude des châ�nes de Markov) ; et en�n l es algorithmes stochas-
tiques �a pas d�ecroissant.

Mod�eles de Markov cach�es

Dans cette premi�ere partie, je m'int�eresse �a diverses questions en lien avec les
mod�eles de Markov cach�es (MMC). La premi�ere question concerne l'hypoth�ese de
stationnarit�e dans l'�etude de l'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV)
pour les châ�nes de Markov cach�ees (CMC). Baum et Petrie (1966) �etudient l'EMV
pour les CMC en montrant que la log-vraisemblance normalis�ee (par la taille de
l'�echantillon) d'une CMC a le même comportement asymptot ique que la moyenne
empirique du log des probabilit�es conditionnelles satur�ees (probabilit�e conditionnelle
de l'observation sachant le pass�e in�ni de la châ�ne observ�ee). Ces auteurs utilisent
alors l'hypoth�ese de stationnarit�e pour en d�eduire que l es probabilit�es condition-
nelles satur�ees constituent une famille de variables al�eatoires invariantes en loi sous
l'op�erateur retard. Cette remarque leur permet en e�et d'�etablir que, pour toute
valeur du param�etre, la log-vraisemblance normalis�ee des CMC v�eri�e le th�eor�eme
ergodique et converge presque sûrement vers une quantit�e(fonction du param�etre)
appel�ee entropie et satisfaisant la propri�et�e dite de contraste. L'objet du travail,
fait durant ma th�ese de doctorat en collaboration avec Dominique Bakry et Xavier
Milhaud [A1], consiste essentiellement �a montrer que l'�etude men�ee par Baum et
Petrie peut s'�etendre au cas des CMC partant d'une condition initiale d�eterministe.
L'argument cl�e de la preuve pour ce travail est l'utilisati on d'une technique de cou-
plage permettant de comparer e�cacement le comportement dela log-vraisemblance
d'une CMC sous une condition initiale arbitraire, avec celle d'une CMC d�emarrant
sous le r�egime stationnaire. Nous montrons aussi dans [A1]la propri�et�e LAN (local
asymptotic normality) pour les CMC.

�A la suite de ce travail, j'ai eu l'opportunit�e de travaille r (dans le cadre mon
post-doc) avec Paolo Giudici et Tobias Ryd�en [A4], sur des probl�emes de test pour
les MMC. En utilisant les travaux de Bickel et al. (1998) et certains r�esultats d'iden-
ti�abilit�e pour les familles de m�elanges multivari�es, n ous �etablissons des tests de
type rapport de vraisemblance permettant de traiter des hypoth�eses ponctuelles ou
composites sur les param�etres du mod�ele. Nous appliquonsde plus notre travail sur
des donn�ee r�eelles de pollution. Les mod�eles utilis�es sont alors des MMC graphiques
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sur lesquels il s'agit de tester des z�eros dans l'inverse dela matrice de corr�elation des
vecteurs observ�es (suppos�es gaussiens conditionnellement �a la châ�ne sous-jacente).

Avec Laurent Bordes [A7], je me suis int�eress�e �a un mod�ele de Markov partielle-
ment cach�e trouvant un int�erêt naturel dans le domaine de la Fiabilit�e. Il s'agit d'un
MMC pour lequel l'information portant sur l'atteinte d'un � etat �x�e de la châ�ne sous-
jacente est syst�ematiquement connue. Une telle situationse rencontre par exemple
lorsqu'un syst�eme est en fonctionnement et que l'on souhaite faire de l'inf�erence sur
son mod�ele de d�egradation (suppos�e markovien) au travers de certaines variables
observables (temp�erature, niveau vibratoire, etc.). En cas de panne nous pouvons
consid�erer que nous avons atteint de mani�ere sûre le pire�etat de d�egradation du sys-
t�eme. Nous montrons pour ce mod�ele la consistance et la normalit�e asymptotique de
l'EMV sous des conditions plus faibles que celles exig�ees pour les MMC classiques.
Notons en particulier que l'hypoth�ese d'ap�eriodicit�e, cruciale dans l'�etude de Baum
et Petrie (1966) et dans tous les travaux qui ont suivi sur l'inf�erence des MMC, n'est
ici plus recquise.

Je conclus en�n cette partie avec l'introduction et l'�etud e, faite dans [A8], d'une
nouvelle classe de processus �a donn�ees manquantes. Il s'agit des m�elanges Marko-
viens de processus de Markov dont la d�e�nition consiste en la mise bout �a bout de
trajectoires de processus de Markov mutuellement ind�ependants, le choix des tra-
jectoires s'op�erant au moyen d'une châ�ne de Markov non observ�ee. En raison de
la grande complexit�e de la vraisemblance associ�ee �a ce mod�ele et des nombreuses
impasses techniques qu'elle engendre, je me suis int�eress�e �a l'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance des donn�ees tronqu�ees (EMVT) introduit par Ryd�en (1994).
Je montre, sous des conditions standards d'identi�abilit�e, de r�egularit�e et de m�e-
langeance des processus, la consistance et la normalit�e asymptotique de l'EMVT.
Une des principales di�cult�es associ�ees �a ce type de mod�ele �etant la param�etrisa-
tion des densit�es des mesures invariantes associ�ees �a chaque processus, j'indique une
proc�edure de Monte Carlo permettant de les estimer ponctuellement. Cette �etape
cruciale permet de calculer en pratique la vraisemblance des donn�ees tronqu�ees pour
toute valeur du param�etre. Je montre d'autre part que les hypoth�eses assurant la
consistance et la normalit�e asymptotique de l'EMVT sont satisfaites dans le cadre
de m�elanges de processus autoregressifs d'ordre 1 gaussiens.

Mod�eles de m�elange semi-param�etriques

Dans cette deuxi�eme partie, je pr�esente diverses contibutions �a l'�etude des mo-
d�eles de m�elanges semi-param�etriques. Les mod�eles auxquels nous nous int�eressons
ont �et�e inspir�es par Hall et Zhou (2004). Le premier mod�e le, �etudi�e en collaboration
avec St�ephane Mottelet et Laurent Bordes [A9], est un mod�ele de m�elange �a deux
composantes sym�etriques �egales �a un param�etre de localisation pr�es. Le deuxi�eme
(utilis�e dans l'analyse des puces ADN), �etudi�e en collaboration avec C�eline Delmas
et Laurent Bordes [A10], correspond �a un m�elange �a deux composantes dont l'une
est connue et l'autre est simplement suppos�ee sym�etriqueautour d'un param�etre de
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localisation inconnu. Nous abordons en d�etail le probl�eme de l'identi�abilit�e et pro-
posons des m�ethodes d'estimation des param�etres euclidiens pour ces deux mod�eles.
L'existence de formules d'inversion permettant d'isoler la loi des composantes incon-
nues, coupl�ee avec l'hypoth�ese de sym�etrie, nous permettent d'exhiber des mesures
de discr�epance sur l'espace des param�etres, induisant ainsi des proc�edures d'estima-
tion naturelles de type minimum de contraste. Une utilisation "plug-in" des formules
d'inversion permettent alors de reconstituer les param�etres fonctionnels (fonction de
r�epartition et densit�e) inconnus des mod�eles. Nous montrons la consistance de nos
proc�edures d'estimation ainsi que certaines vitesses de convergence presque sûres.
Dans un travail en cours [B1], nous montrons pour le deuxi�eme mod�ele, un th�eor�eme
central limite (TCL) fonctionnel associ�e �a l'estimateur du vecteur des param�etres
constitu�e par : la proportion du m�elange, le param�etre de localisation, et la fonc-
tion de r�epartition de la composante inconnue. Ce dernier r�esultat nous permet de
d�evelopper des proc�edures de test concernant des hypoth�eses ponctuelles sur les pa-
ram�etres euclidiens ainsi que l'hypoth�ese de sym�etrie sur la composante inconnue.
Nous appliquons respectivement les mod�eles pr�ec�edents�a des donn�ees de pluvio-
m�etrie et �a un probl�eme r�eel de comparaison de gestation chez les bovins issus de
l'ins�emination arti�cielle ou in vitro .

�A la �n de cette partie, je pr�esente un travail concernant le s aspects algorith-
miques de l'estimation du premier mod�ele. Ce travail, r�ealis�e en collaboration avec
Didier Chauveau et Laurent Bordes [A12], propose d'adapterl'algorithme EM (Ex-
pectation/Maximisation) classique en y ajoutant une �etap e d'estimation de la densit�e
inconnue. Nous donnons une explication heuristique �a cette approche et montrons
par des simulations que cette m�ethodologie donne de tr�es bons r�esultats avec des
temps de calculs beaucoup moins longs que ceux g�en�er�es par des m�ethodes d'opti-
misation classiques.

M�ethodes de Monte Carlo

Dans cette troisi�eme partie je pr�esente une s�erie de travaux, tous e�ectu�es en col-
laboration avec Didier Chauveau, concernant l'am�elioration de certaines m�ethodes
de Monte Carlo par châ�ne de Markov (MCMC). La premi�ere approche que nous
avons envisag�ee dans [A6], avait pour but d'acc�el�erer la vitesse de convergence de
l'algorithme dit de Hastings-Metropolis (HM). L'algorith me de HM g�en�ere, au moyen
d'un m�ecanisme d'acceptation/rejet sur des donn�ees simul�ees au moyen d'une loi ins-
trumentale, une châ�ne de Markov dont la loi invariante a pour densit�e une densit�e
souhait�ee. Divers auteurs, comme Menegersen et Tweedie (1996) ou Holden (1998),
ont mis en �evidence les liens entre la vitesse de convergence de cet algorithme et la
proximit�e entre la loi cible et la loi instrumentale. �Etant donn�e la convergence (même
lente) des densit�es de l'algorithme de HM vers la densit�e cible, il nous est apparu
int�eressant d'estimer non-param�etriquement ces densit�es en g�en�erant plusieurs algo-
rithmes de HM en parall�ele (i.i.d.) et de les exploiter �a le ur tour comme densit�es de
nouvelles lois instrumentales (facilement simulables en raison de la structure de m�e-
lange des estimateurs �a noyaux). Nous montrons, dans le cadre de densit�es �a support
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compact, et pour un nombre �a priori aussi grand que l'on veut d'algorithmes en pa-
rall�ele, que notre proc�edure g�en�ere des algorithmes asymptotiquement plus rapides
que tout algorithme de HM utilisant une loi instrumentale ar bitraire. Nous pr�esen-
tons des simulations r�ealis�ees en dimension 1 et 2 illustrant le rendement important
de ce type d'approche face �a des algorithmes de HM standardsmême convenable-
ment calibr�es.

La deuxi�eme contribution au domaine des MCMC, r�ealis�ee dans [B3], , porte sur
une m�ethode destin�ee �a hi�erarchiser l'e�cacit�e de div erses approches/strat�egies face
�a un probl�eme de simulation par châ�ne de Markov. Consid�erons par exemple deux
algorithmes de MCMC ayant pour but de simuler la même loi. Il est alors int�eressant
de connâ�tre l'algorithme qui converge le plus rapidementvers sa loi stationnaire.
Pour r�epondre �a ce type de question nous devrions être en mesure d'estimer une dis-
tance entre la densit�e des algorithmes et la densit�e cible, or cette derni�ere n'est en
g�en�eral connue qu'�a une constante de normalisation pr�es (cadre bay�esien). On peut
cependant remarquer que la di��erence des distances de Kullback entre la densit�e
des algorithmes et la densit�e cible est ind�ependante de cette constante de normalisa-
tion ; ainsi l'estimation de ces di��erences et l'analyse deleur comportement au cours
des premi�eres it�erations pourrait s'av�erer un outil syn th�etique permettant de mieux
appr�ehender la qualit�e relative de chaque algorithme. Partant de ce constat, nous
avons choisi d'estimer ces di��erences de distance de Kullback au moyen de plusieurs
algorithmes lanc�es en parall�ele. La m�ethode d'estimati on utilis�ee repose sur l'esti-
mateur de l'entropie introduit par Gy •or� et Van Der Meulen (1989). La principale
di�cult�e de notre travail a �et�e de montrer que les conditi ons techniques assurant la
consistance des estimateurs �etaient satisfaites pour lesdensit�es successives de l'algo-
rithme de Hastings-Metropolis au prix de certaines hypoth�eses (toutes v�eri��ees dans
le cas gaussien).

Nous avons en�n un travail en cours (voir Lavanant, 2007) sur une proc�edure
permettant d'am�eliorer les performances de la m�ethode d'�echantillonnage d'impor-
tance (traduction de importance sampling). L'�echantillonnage d'importance permet
de calculer des esp�erances de fonctions test au sens d'une densit�e connue �a une
constante de normalisation pr�es. Le principe de cette m�ethode utilise un rapport
de loi forte des grands nombres portant sur des fonctionnelles d'�echantillons instru-
mentaux judicieusement choisies. Comme pour l'algorithmede HM, il est admis que
la qualit�e de l'estimation (variance) par �echantillonna ge d'importance est li�ee �a la
ressemblance entre la loi instrumentale et la loi cible. A�nd'augmenter cette ressem-
blance, nous proposons un estimateur �a noyau de la loi cibleutilisant l'�echantillon
instrumental, la connaissance de la densit�e instrumentale, et le num�erateur de la
densit�e cible. Nous conjecturons qu'en adaptant le travail de Gin�e et Guillou (2002),
nous devrions pouvoir montrer que notre estimateur est uniform�ement convergent
et pr�eciser une vitesse de convergence presque sûre (d�ependante de la dimension du
probl�eme). L'�etape de re-�echantillonnage, au sens de cet estimateur �a noyau repon-
d�er�e, peut s'apparenter �a une version liss�ee de la m�eth ode de re-�echantillonnage par
poids d'importance (voir, e.g. Capp�e et al., 2005), couramment utilis�ee en �ltrage
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particulaire ou dans les approches bay�esiennes.

Nous concluons cette partie consacr�ee aux m�ethodes de Monte Carlo, par un tra-
vail [A11] concernant l'estimation de l'entropie des châ�nes de Markov. �Etant donn�e
le noyau de transition d'une châ�ne de Markov (suppos�e simulable), on s'int�eresse
�a la possibilit�e �eventuelle de pouvoir repr�esenter de m ani�ere consistante l'�evolution
dans le temps de la distance de Kullback entre les lois de deuxchâ�nes partant de
conditions initiales di��erentes, ou entre la loi d'une cha �̂ne et sa loi stationnaire,
lorsque celle-ci est connue (et simulable). Nous proposonspour cela un estimateur
de type double Monte Carlo permettant d'estimer l'entropie de la châ�ne contre sa
concurrente ou bien sa loi stationnaire. Nous montrons la consistance et la normalit�e
de nos estimateurs sous des conditions faibles de moments. Nous mettons en�n en
oeuvre notre m�ethode pour tester la stabilit�e de processus autoregressifs d'ordre 1,
et pour �evaluer la vitesse de convergence (au sens de Kullback) dans le TCL pour
des �echantillons i.i.d. suivant diverses lois (Student, Uniforme, etc.).

Algorithmes stochastiques �a pas d�ecroissant

Cette derni�ere partie est consacr�ee �a la convergence de deux algorithmes stochas-
tiques �a pas d�ecroissant. Dans [A2] je m'int�eresse au comportement en temps long
de l'algorithme du recuit simul�e lorsque le potentiel n'est pas \parfaitement connu",
mais peut être approch�e par une suite d'estimateurs uniform�ement convergents ad-
mettant une vitesse de convergence presque sûre su�samment rapide. Avec Pierre
Tarr�es [B2] nous �etudions un crit�ere de convergence pour l'algorithme du bandit �a
deux bras dans le cas o�u les bras sont simplement suppos�es ergodiques. Notons que
cette extension non triviale du cas i.i.d. laisse entrevoirdes applications int�eressantes
de cet algorithme �a la �nance (allocation de portefeuilles d'actions).

1.2 General overview of the contributions (English ver-
sion)

In this chapter, I introduce the organization of my HDR (Habi litation �a Diriger
des Recherches) report. This work contains four main parts.These parts are respec-
tively dedicated to Hidden Markov Models ; new semiparametric mixture models ;
Monte Carlo optimization methods and application to Markov chain behavior ana-
lysis ; and the study of two non-decreasing stochastic algorithms.

Hidden Markov models

In this �rst part, I consider various questions connected with Hidden Markov
Models (HMMs). The �rst question deals with the relevancy of the stationarity as-
sumption in the Maximum Likelihood Estimator (MLE) study fo r Hidden Markov
Chains (HMCs) when the observable process is valued in a �nite state-space. Baum
and Petrie (1966) investigate the MLE for HMCs by showing that the normalized (by
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the sample size) log-likelihood of HMCs behaves asymptotically like the empirical
average of its full-conditional log-probabilities. Theseauthors use the stationarity as-
sumption in order to show that the full-conditional probabi lities are a law-invariant
family of random variables under the shift operator. This last point allows them to
establish more speci�cally that the normalized log-likelihood of a HMC statis�es the
ergodic theorem and converges almost surely to a function ofthe parameter called
entropy and satisfying the so-calledcontrast property. The aim of the article writ-
ten in collaboration with Dominique Bakry and Xavier Milhau d [A1] was essentially
to prove that the Baum and Petrie results (consistency and asymptotic normality)
were still true in the case of non-stationary HMCs. The key idea of the proof was
an e�cient coupling technique for the log-likelihood comparison between stationary
and non-stationary HMCs having the same transitions. We also prove in [A1] the
LAN (Local Asymptotic Normality) property for HMCs.

Following this work, I had the opportunity, during my post-d oc, to collaborate
with Paolo Giudici and Tobias Ryd�en [A2] on testing problem s for HMMs. Using the
Central Limit Theorem (CLT) for HMMs established by Bickel, Ritov and Ryd�en
(1998), and standard identi�ability results on multivaria te mixture density families,
we propose consistent likelihood ratio tests to treat simple or composite assump-
tions on the statistical parameter. We apply our work to graphical HMMs where the
natural aim is to test some zeros in the precision matrix of the observed random
vectors (assumed to be Gaussian conditionnally on the underlying Markov chain).

With Laurent Bordes [A8], we introduced a Partially Hidden M arkov Model
(PHMM) that �nds natural applications in reliability probl ems. This model is de�-
ned as a standard HMM except for the fact that when the underlying Makov chain
reaches a pre-de�ned state this information is accessible to the practitioner. Such
a situation can be found, for example, when the degradation model (assumed to
be Markovian and valued in a �nite discrete space) of a systemis to be estimated
through various observable variables (temperature, vibratory level, etc.), the system
failure being in that case the only observable state of the degradation process. We
establish the consistency and asymptotic normality of the MLE for this model un-
der weaker conditions than those needed for classical HMMs.Consider for example
that the aperiodicity assumption usually made on the underlying Markov chain is
no longer needed in our work.

I complete this part with the study of a new class of missing data models given
in [A8]. I consider the so-called Hidden Markov Mixture of Markov Models (H4M),
which is de�ned as follows : ConsiderK mutually independent Markov processes,
labelled from 1 to K , and a Markov chain valued in this label state space ; the value
at time t of the associated H4M coincides with the value of thei -th Markov process
if the Markov chain is in state i at time t. Because of the huge complexity of the
likelihood for such a model, and the numerous technical di�culties it generates, I
proposed to consider instead the Split data Maximum Likelihood Estimator (SMLE)
introduced by Ryd�en (1994). I prove, under weak identi�abi lity and regularity as-



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 9

sumptions, and a mixing property on the processes, that the SMLE is consistent and
asymptotically normally distributed. One of the main di�cu lties with this model is
the invariant probability density functions parametrizat ion. To solve this problem,
I proposed a Monte Carlo pointwise procedure in order to calculate the split data
likelihood for all values of the parameter. I check in addition that the technical
conditions given to ensure the theoritical results are all satis�ed when the (mixed)
Markov processes are �rst-order univariate autoregressive Gaussian models. Various
possible applications of this model to biology, ion channels analysis, and EEG signals
are also discussed at the end of [A8].

Semiparametric mixture models

In this second part, I present various contributions to semiparametric mixture
models. The models we consider are inspired by Hall and Zhou (2003). The �rst
model, studied in collaboration with St�ephane Mottelet an d Laurent Bordes [A9],
is a mixture of two symmetric probability densities, equal up to a localization pa-
rameter, whereas the second model, studied in collaboration with C�eline Delmas
and Laurent Bordes (coming from microarray problems), is a two-component mix-
ture model where one component is known when the other one is just supposed to
be symmetric with respect to an unknown localization parameter. We study care-
fully the identi�ability problems induced by these two mode ls and propose speci�c
methods to estimate the Euclidean part of their parameters.For each model there
exists an explicit inversion formula allowing us to isolate the unknown cumulative
distribution function, and a slightly di�erent one for the d istribution density, under
the true value of the parameter. This point, coupled with the symmetry assumption
made on the unknown component, then allows us to exhibit discrepancy measures
that induce natural minimum contrast estimation procedures. Once the Euclidean
part of the parameter is estimated, it is thus reasonable to use the inversion formulae
in a \plug-in" way to recover the unknown functional paramet ers of the models. We
prove, under mild conditions, that our estimators are strongly consistent and give
an almost sure rate of convergence under additionnal momentconditions. In a work
in progress on the second model, in collaboration with Laurent Bordes [B1], we show
that there exists an estimator of the functional parameter | the mixing proportion,
the localization parameter, and the cumulative distributi on function | that sati�es
a functional CLT towards a Gaussian process whose covariance matrix is given and
computable via a tricky Monte Carlo method. As a consequenceof this result we
propose semiparametric tests to deal with a supposed true value of the parameter,
or the symmetry condition on the unknown component. We respectively implement
our methods on real data sets coming from rainfall in US cities and bovine gestation
mode comparison underarti�cial or in vitro insemination.

To end this part, I present a work on algorithmic estimation for semiparametric
symmetric two-component mixture models. In this work, donein collaboration with
Didier Chaveau and Laurent Bordes [A12], we propose to adaptthe standard EM
(Expectation/Maximization) algorithm by adding a nonpara metric density estima-
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tion step. The role of this additionnal step is to provide a \good candidate" able
to replace the expression of the unknown mixed density in theEM algorithm. We
give a heuristic argument to justify our approach and show, on various simulated
examples, that our method provides very good results in practice with computing
times much shorter than ones obtained by classical optimization methods.

Monte Carlo methods

This third part is dedicated to Markov Chain Monte Carlo (MCM C) optimization
methods, all investigated in collaboration with Didier Chauveau these last few years.

The �rst approach we considered, in [A6], was motivated by the acceleration of
the rate of convergence of the Hastings-Metropolis (HM) algorithm. The HM algo-
rithm generates, by using a rejection/acceptation mechanism on a data set simulated
according to a proposal distribution, a Markov chain whose invariant distribution
admits a density function coinciding with a target density function (known up to
normalizing constant). Various authors have exhibited the links between the rate of
convergence of this algorithm and the similarity between the density function of its
instrumental distribution and the target density function . Given a HM algorithm
converging to a target density function, it seemed interesting to us to estimate non-
parametrically its successive densities by generating parallel (i.i.d.) HM algorithms,
and to use them as new proposal distributions for the next steps of the HM algo-
rithm. When the target density function has a compact support, we show that our
procedure converges asymptotically faster than any HM using an arbitrary proposal
distribution. We also present simulations in dimensions 1 and 2 that illustrate the
e�ciency of our method with respect to a standard HM algorith m (even conveniently
calibrated).

The second contribution to this topic, given in [B3], concerns a methodological
approach to organize into a hierarchy the e�ciency of various possible MCMC simu-
lation strategies. Let us consider two di�erent MCMC algori thms having the same
invariant distribution. It should be interesting to know wh ich one converges faster
to its stationary distribution. To answer this kind of quest ion it would be necessary
to estimate a distance between the succesive densities of the algorithms and their
common invariant distribution, but unfortunately the latt er (posterior Bayesian) dis-
tribution is only known up to a normalizing constant. However, we can notice that
the di�erence of the Kullback distances between the algorithm densities and the tar-
get density function do not depend on this normalizing constant. From this remark,
it should be interesting to estimate these di�erences and tomonitor their sign and
magnitude during the �rts iterations to detect, in a synthet ic way, which algorithm
behaves best. To implement this approach, we used parallel algorithms and the Kull-
back estimation method proposed by Gy•orfy and Van Der Meulen (1989). The main
di�culty of our work has been to check that the technical cond itions, needed to
prove the consistency of our estimator, are satis�ed under reasonable conditions on
the ingredients of the algorithms (proposal distribution and target density).
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We recently initiated (see Lavanant, 2007) very promising work on importance
sampling method improvements. The importance sampling method allows one to
calculate the expectation of functions of random variableswhose distribution den-
sity function is known up to a normalising constant. This method, based on the
strong law of large numbers, uses a ratio of conveniently chosen functions of i.i.d.
instrumental random variables. Similarly to the Hastings-Metropolis algorithm, it is
commonly assumed that the quality of this method depends on the similarity bet-
ween the instrumental density function and the target density function. To increase
this similarity, we propose a nonparametric estimator of the target density that uses
the initial instrumental sample, the knowledge of the instrumental density function,
and the analytic form of the target density function. We conjecture that, using work
by Gin�e and Guillou (2002), we will be able to prove, under suitable assumptions,
the uniform almost sure convergence of our estimator ; and tospecify in addition
a uniform almost sure rate of convergence depending on the dimension of the pro-
blem. Note that the resampling step necessary for this nonparametric estimate can
be viewed as a smoothed version of the weighted resampling scheme (see Capp�eand
al., 2005) commonly used in particle �ltering or Bayesian methods.

We conclude this part dedicated to Monte Carlo Methods with a work [A11]
concerning entropy estimation for Markov chains. Given a transition density kernel,
assumed to be easy to simulate, we are interested in how to plot, in a consistent
way, the evolution in time of the Kullback distance between the laws of two Markov
Chains having di�erent initial conditions, or between the l aw of a Markov chain and
its stationary distribution when the latter is explicitly k nown and easy to simulate.
We propose for this purpose a double Monte Carlo type estimator and prove that
it is consistent and asymptotically normally distributed u nder weak moment condi-
tions. We implemented our method in various situations : to check the stability of
�rst-order autoregressive Gaussian models, and to evaluate the rate of convergence
in the CLT for i.i.d. samples generated according to variousdistributions (Student,
Uniform, etc.).

Decreasing step stochastic algorithms
In this last part, I consider the convergence of two decreasing step stochastic al-
gorithms. In [A1], I study the asymptotic behaviour of the simulated annealing
algorithm when the potential function is not exactly known b ut can be estimated
recursively with a fast enough uniform almost sure rate of convergence. In a work in
progress with Pierre Tarr�es [B3], we study a minimal criter ion ensuring the conver-
gence of the so-called two armed bandit algorithm when the arms are only assumed
to be ergodic.



Chapitre 2

Mod�eles de Markov cach�es

Les travaux d�ecrits dans ce chapitre concernent l'inf�erence statistique pour divers
mod�eles de Markov cach�es. Ils ont fait l'objet de collaborations avec Dominique
Bakry, Laurent Bordes, Paolo Giudici, Tobias Ryd�en et Xavi er Milhaud.

2.1 Châ�nes de Markov Cach�ees non-stationnaires

Les mod�eles de Markov cach�es (MMC) constituent une vaste classe de processus
�a temps discret dont la litt�erature s'est beaucoup d�evel opp�ee ces derni�eres ann�ees.
Un MMC est constitu�e g�en�eralement de deux parties : (i) un e châ�ne de Markov
X = ( X n )n� 0 non-observable ; (ii) un processus stochastiqueY = ( Yn )n� 0 seul ob-
servable. La structure du processusY est g�en�eralement d�e�nie comme suit : sachant
X les variables al�eatoires consituantY sont ind�ependantes et pour tout n � 0, la
loi conditionnelle de Yn sachant X ne d�epend que deX n . Lorsque X et Y sont
tous les deux �a valeurs dans des espaces d'�etat �nis, nous parlerons de châ�ne de
Markov cach�ee (CMC). Baum et Petrie (1966) sont les premiers �a s'int�eresser aux
CMC, et ils �etablissent dans une s�erie d'articles les outils fondamentaux permet-
tant l'�etude statistique de ces mod�eles. Ils montrent en particulier la consistance et
la normalit�e asymptotique de l'estimateur du maximum de vr aisemblance (EMV).
Baum et al. (1970) compl�etent l'�etude des CMC en proposant un algorithme appel�e
\forward-backward", extension naturelle de l'algorithme EM, permettant d'ajuster
les param�etres d'une CMC. Cette proc�edure d'estimation, dont la mise en oeuvre
s'av�ere d'une tr�es grande simplicit�e, a permis l'�eclos ion de nombreuses applications
dans des domaines aussi vari�es que la reconnaissance de la parole (Rabiner, 1989), la
neurophysiologie (Fredkin et Rice, 1992), la biologie (Leroux et Puterman, 1992), ou
encore la �nance (Ryd�en, Ter•asvirta, et �Asbrink, 1998). Pr�es de vingt ans apr�es les
derniers travaux de Baum et Petrie sur l'inf�erence des CMC,Leroux (1992) aborde
de nouveau ce sujet en consid�erant l'�etude des MMC dans le cas o�u la châ�ne de
Markov X est �a valeurs dans un espace d'�etat �ni mais le processusY est lui �a
valeurs dans une espace d'�etat continu (en abr�eg�e CM2C). Leroux montre dans ce
travail que, sous des conditions tr�es faibles, l'EMV pour les CM2C est fortement
convergent. Notons au passage que la grande nouveaut�e de son travail est l'emploi
du th�eor�eme ergodique pour les processus sous-additifs �a la log-vraisemblance des

12
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CM2C. �A la suite de ce travail, Bickel and Ritov (1996), Bickel et al. (1998), Legland
et Mevel (2000), montrent la normalit�e asymptotique de l'E MV sous une s�erie de
conditions de moins en moins fortes. Douc et Matias (2001) montrent la consistance
et la normalit�e asymptotique de l'EMV pour des MMC dans le cas o�u X et Y sont �a
valeurs dans des espaces d'�etat continus (en particulier compact pour X ). Dans [A1],
en collaboration avec Dominique Bakry et Xavier Milhaud, nous g�en�eralisons les tra-
vaux de Baum et Petrie au cas des CMC non-stationnaires et montrons la propri�et�e
LAN dans ce cadre. Je propose de d�etailler ci-dessous cettepremi�ere contribution
au domaine des MMC.

Notations et d�e�nitions. On consid�ere X une châ�ne de Markov �a valeurs dans un
espace d'�etat �ni E = f 1; : : : ; ag, et Y une châ�ne de Markov cach�ee (relativement
�a X ) �a valeurs dans un espace d'�etat �ni F = f 1; : : : ; bg o�u ( a; b) 2 f N n f 0; 1gg2.
On suppose de plus queX est une châ�ne Markov irr�eductible ap�eriodique sur E de
matrice de transition not�ee � = ( � i;j )1� i;j � a �a entr�ees strictement positives. Pour
tout n � 0, la loi conditionnelle de Yn sachant f X n = j g est donn�ee par 
 k;j =
P(Yn = k j X n = j ). On note Z = ( X n ; Yn )n� 0 la châ�ne de Markov �a valeurs dans
E � F de transition � telle que pour tout n � 0,

� (j;k );(i;` ) = P(Zn+1 = ( j; k ) j Zn = ( i; ` )) = � i;j 
 k;j :

Par souci de simplicit�e on identi�e la param�etre � du mod�ele �a � = � � la transition
index�ee par (E � F )2 de la châ�ne de MarkovZ . Nous faisons les deux hypoth�eses
suivantes :

(H1) �A l'instant n = 0, la loi de Z0 est une masse de Dirac enz(0) = ( x(0) ; y(0) ) 2
E � F .

(H2) L'espace des param�etres � est une partie compacte pour la topologie usuelle
de l'ensemble des matrices stochastiques �a entr�ees strictement positives index�ees par
(E � F )2. La vraie valeur � 0 du param�etre appartient �a l'int�erieur suppos�e non vide
de �.

Pr�esentation des r�esultats. L'id�ee principale dans l'article de Baum et Petrie
(1966) consiste �a consid�erer l'existence, d'apr�es le th�eor�eme de Kolmogorov, d'une
châ�ne stationnaireZ � = ( X � ; Y � ) de transition � � index�ee sur Z. Nous introduisons
� l'op�erateur de retard sur les suites d�e�ni par � (yn ) = yn+1 pour tout n 2 Z. Dans le
cas stationnaire, la log-vraisemblance associ�ee �a une s�erie d'observations (y0; : : : ; yn )
(vue comme partie d'un vecteur in�ni y = ( : : : ; y� 2; y� 1; y0; y1; y2; : : : ) ) s'�ecrit alors
sous la forme

L �
n(�; y ) = log P� (Y �

0 = y0; : : : ; Y �
n = yn ) =

nX

k=0

gk (�; � ky);

o�u par convention g0(�; y ) = P� (Y �
0 = y0) et pour tout k � 1, gk (�; y ) = log P� (Y �

0 =
y0 j Y � � 1

� k = y � 1
� k+1 ), avec la notation y k

` = ( y` ; : : : ; yk )T , pour tout k > ` .
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L'estimateur du maximum de vraisemblance associ�e �a un �echantillon ( Y �
0 ; Y �

1 ; : : : ; Y �
n )

peut donc ensuite s'�ecrire sous la forme

�̂ n = argmax
� 2 �

L �
n (�; Y � ):

Baum et Petrie d�e�nissent alors une sorte d'entropie H(� ) dont l'expression est
donn�ee par :

H (� ) = E� 0

�
lim

k!1
gk (�; Y � )

�
;

o�u E� 0 d�esigne l'esp�erance sous la loi stationnaire deY � , et qui a la particularit�e
d'̂etre la limite ergodique de la log-vraisemblance renormalis�ee par n. Ils montrent
de plus queH(� ) est C2 sur � et que l'information de Fisher du mod�ele, que nous
noterons I (� 0), est donn�ee par �H (2) (� 0), o�u H (2) d�esigne la matrice hessienne de
H. Nous supposons comme eux les hypoth�eses suivantes :

(H3) La matrice d'information de Fisher I (� 0) est inversible.

(H4) (Identi�abilit�e) La fonction H v�eri�e : H (� ) = H(� 0) si et seulement si
� = � 0.

Rappelons que la condition� 6= � 0 entrâ�ne la relation H(� ) < H(� 0) (propri�et�e de
contraste). Nous montrons alors les th�eor�emes suivants :

Th�eor�eme 1 Sous les hypoth�eses(H1{3) , la structure statistique associ�ee �a la
châ�ne de Markov cach�eeY est localement asymptotiquement normale (LAN).

Rappelons que la propri�et�e LAN �enonce le fait que le comportement de la log-
vraisemblance sous� 0 + h=

p
n est asymptotiquement voisin de celui de la log-

vraisemblance sous� 0 �a une variable al�eatoire gaussienne pr�es plus un terme de
translation.

Th�eor�eme 2 Sous les hypoth�eses(H1{4) , l'EMV �̂ n est fortement convergent,
asymptotiquement normalement distribu�e et e�cace. Soit,

�̂ n �! � 0 P� 0 � p:s:; lorsque n ! + 1 ;
p

n(�̂ n � � 0) L�! N (0; I (� 0)� 1); lorsque n ! + 1 :

Pour montrer ces r�esultats nous avons cherch�e �a exploiter pleinement le cadre de
Baum et Petrie. Pour cela nous avons prolong�eZ sur Z en consid�erant une châ�ne
�egale �a z(0) pour tout n < 0, et �a Zn pour n � 0. Par abus cette châ�ne sera
encore not�ee Z . Les châ�nesZ et Z � �etant consid�er�ees ind�ependantes, on montre
sans peine en utilisant l'hypoth�ese(H2) , qu'il existe un temps d'arrêt (appel�e temps
de couplage) presque sûrement �niT d�e�ni par :

T = min f k 2 N : Zk = Z �
k g; (2.1)
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v�eri�ant

P� (T > n ) � � n ; o�u 0 < � < 1 (2.2)

est une constante ind�ependante de� . On d�esigne alors par ~Z la châ�ne coupl�ee d�e�nie
par :

~Zn =
�

Zn ; si n < T
Z �

n ; si n � T
; n � 0: (2.3)

D'apr�es la propri�et�e de Markov forte, les châ�nes Z et ~Z ont même loi. Grâce au cou-
plage (2.3) et �a l'in�egalit�e (2.2), nous pouvons dire qu' au bout d'un temps presque
sûrement �ni, la châ�ne stationnaire Z � (avec laquelle Baum et Petrie savent d�eve-
lopper leur th�eorie) se confond avec la châ�ne non-stationnaire coupl�ee ~Z qui a même
loi que la châ�neZ que nous souhaitons �etudier. Il ne reste plus qu'�a v�eri�e r alors que
les fonctionnelles du processus~Z , impliqu�ees dans l'�etude de la log-vraisemblance,
oublient su�samment vite ce qui les di��erencie de leur anal ogue dans l'�etude de
Baum et Petrie (i.e. la loi initiale, et le d�ebut de la trajec toire avant l'instant de
couplage).

Pour être plus pr�ecis sur ce dernier point �ecrivons, dansle cadre non-stationnaire,
la log-vraisemblance d'ordren associ�ee �a une trajectoire y 2 F Z :

L n (�; y ) = log P� (Y0 = y0; : : : ; Yn = yn ) =
nX

k=0

`k(�; y );

o�u par convention `0(�; y ) = P� (Y0 = y0) et pour tout k � 1, ` i (�; y ) = log P� (Yi =
yi j Y i � 1

0 = y i � 1
0 ). Nous noterons pour toute fonction f de � , f (d) sa di��erentielle

d'ordre d.
L'�etude reposant sur un d�eveloppement de Taylor de L n (�; y ) et de sa d�eriv�ee

L (1)
n (�; y ) autour de � 0, nous avons �et�e amen�es �a montrer, en utilisant les techniques

de Baum et Petrie, que pour tous� 2 �, ( y ; y � ) 2 F Z � F Z v�eri�ant yi = y�
i pour

i > t , t � 1 ; on a

j` (d)
k (�; y ) � g(d)

k (�; � k(y � )) j � � d(k � t); k > t;

o�u j � j d�esigne la norme du max sur les composantes d'une matrice, et � d(`), in-
d�ependant de � et de y, est le terme g�en�eral d'une s�erie convergente index�ee par
` 2 N� . On montre alors ais�ement que pourd = 0 ; 1; 2

jL (d)
n (�; Y ) � L �

n
(d) (�; Y � )j = O(1) P� 0 � p:s:

ce qui permet de \recycler" tr�es simplement les r�esultats de Baum et Petrie dans le
cas des CMC non-stationnaires.

2.2 Châ�nes de Markov partiellement cach�ees

Dans [A8], avec Laurent Bordes, nous introduisons une nouvelle classe de mod�eles
�a donn�ees manquantes, appel�es mod�eles de Markov partiellement cach�es (MMPC).
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Ces mod�eles sont en fait tr�es proches des MMC puisqu'ils servent, comme eux, �a
mod�eliser des observations dont la loi d�epend d'une châ�ne de Markov �a espace d'�etat
�ni, �a ceci pr�es qu'il est possible d'obtenir parfois des i nformations sur la châ�ne de
Markov latente. De telles situations se rencontrent souvent en Fiabilit�e, lorsqu'un
syst�eme en fonctionnement est soumis �a des r�eparations ou �a des remplacements. En
e�et le niveau de d�egradation d'un syst�eme est une variable latente �evoluant dans
le temps et �a valeurs dans un espace d'�etat �ni, et certains indicateurs du niveau
de d�egradation peuvent être mesur�es (temp�erature, niveau vibratoire, etc.). Il peut
être alors int�eressant de faire de l'inf�erence sur les quantit�es mesur�ees pour obtenir
de l'information sur le comportement propre de la d�egradation. Clairement dans
une telle situation, un MMC standard semble tout �a fait adap t�e. Cependant si l'on
dispose d'informations suppl�ementaires sur la d�egradation, telles que les instants de
panne du mat�eriel, on observe alors partiellement la châ�ne de Markov sous-jacente
lorsque celle-ci se trouve dans l'�etat le plus d�egrad�e (i.e. la panne). Dans de telles
situations, il est clair que les MMPC sont plus adapt�es que les MMC. Des ph�eno-
m�enes similaires existent dans le domaine biom�edical, voir Guihenneuc-Joyaux et
al. (2000), Jackson et Sharles (2002), lorsque l'on �etudie l'�evolution d'une maladie
via certains marqueurs. L'�etat visible (absorbant) de la châ�ne cach�ee peut prendre
alors la forme du d�ec�es du patient. L'asymptotique dans ce type de probl�eme doit
être comprise en \nombre d'individus", et non pas \en temps", puisque l'on introduit
alors une transition arti�cielle allant de l'�etat visible vers un �etat de s�ev�erit�e de la
maladie (correspondant �a l'entr�ee d'un autre patient dan s l'�etude).

Notations et d�e�nitions. On consid�ere un processusZ = ( X n ; Yn )n� 1 tel que :
(i) X = ( X n )n� 1 est une châ�ne de Markov �a valeurs dans un espace d'�etat �ni
E = f 1; : : : ; ag ; (ii) Y = ( Yn )n� 1 est une suite de variables ind�ependantes condition-
nellement X et la loi conditionnelle de Yn �a X ne d�epend que deX n . On suppose de
plus que pour tout n � 1, le couple (X n ; Yn ) est observable sif X n = ag, sinon seule
la variable Yn est observ�ee. Le processusY ainsi d�e�ni est le MMPC que nous �etu-
dions. La châ�neX est suppos�ee irr�eductible sur E , de transition � = ( � i;j )1� i;j � a.
Les probabilit�es de transition sont param�etr�ees par � 2 �, i.e. � i;j = � i;j (� ) o�u
� � Rq. Le processusY est suppos�e prendre ses valeurs dans un espace m�etrique,
s�eparable et complet F , et les distributions conditionnelles deYn sachant X n sont
toutes suppos�ees domin�ees par une mesure� -�nie � sur F (la tribu bor�elienne sur
F ). On suppose de plus que les densit�es conditionnelles appartiennent �a une fa-
mille param�etrique G = f g(�; � ); � 2 � g, et que le param�etre de cette densit�e est
une fonction de X n et de � ; la densit�e de Yn sachant f X n = ig sera alors not�ee
g(�; � i (� )). Notons que la param�etrisation la plus courante, voir Ryd�en (1994), est
� = ( � i;j ; 1 � i; j � a; � 1; : : : ; � a) o�u � i;j (�) et � i (�) sont les projections sur les cor-
donn�ees de � . Une autre param�etrisation possible consiste par exemple�a prendre
� i;j (�) et � i = ( i; � 2

i ) o�u g(�; � i ) est la densit�e d'une gaussienne centr�ee eni et de
variance � 2

i , pour 1 � i � a.

Nous d�e�nissons maintenant les temps succesifs d'entr�eeet de sortie de l'�etat a. Soit
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� 1 � 1, le premier instant tel que X � 1 � 1 6= a et X � 1 = a, puis

~� 1 = inf f n � � 1 : X n� 1 = a; X n < a g;

alors pour p � 2 on d�e�nit :

� p = inf f n � ~� p� 1 : X n = ag et ~� p = inf f n � � p : X n < a g:

Les suites (� p)p� 1 et (~� p)p� 1 constituent respectivement les temps d'entr�ees enf ag et
Ea := E n f ag. L'observation de notre MMPC consiste donc en la suite de variables
al�eatoires

((Yn )� 1 � n� ~� k +1 � 1; (� i )1� i � k+1 ; (~� i )1� i � k )k� 1:

L'�ecriture qui pr�ec�ede contient le fait qu'entre les ins tants � i et ~� i � 1, la châ�ne de
Markov X est observ�ee dans l'�etat a, tandis qu'elle est dansEa entre les temps ~� i

et � i +1 � 1, pour tout 1 � i � k.

R�esultats. Dans [A8], nous montrons que le param�etre� est identi�able pour des
classes de densit�es conditionnelles admettant des m�elanges identi�ables (voir Lindsay
1995), �a la condition que la fonction de [0; 1]a

2
vers [0; 1]N d�e�nie par :

� 7!

(
nY

i =0

� x i ;x i +1 ; (x0; x1; : : : xn+1 ) 2 f ag � Ea � f ag ; n � 1

)

soit injective. Nous montrons au cas par cas que cette hypoth�ese est v�eri��ee pour
divers mod�eles (d�egradation pure, p�eriodique). Nous montrons ensuite que sous des
conditions de r�egularit�e minimales (plus faibles que celles rencontr�ees dans la lit-
t�erature MMC), l'EMV est fortement convergent et asymptot iquement normal de
� 0. Notons le fait que notre MMPC visite un �etat sp�eci�que de l a châ�ne de Mar-
kov sous-jacente ce qui permet la r�eg�en�eration du processus observ�e. Ceci autorise
en particulier de factoriser la vraisemblance de notre mod�ele en plusieurs blocs as-
soci�es �a des bouts de trajectoires ind�ependantes et identiquement distribu�ees (de
longueurs al�eatoires), ce qui facilite grandement l'�etude du comportement asympto-
tique de l'EMV par rapport aux approches qui ont �et�e �etudi �ees par Leroux (1992)
ou Bickel et al. (1998). La fronti�ere technique entre les MMPC et les MMC se sent
nettement lorsque l'on a �a faire �a des châ�nes sous-jacentes p�eriodiques. En e�et dans
ce cas, l'invariance en loi de la châ�ne sous l'op�erateur retard n'est plus assur�ee ; or
ce dernier point est, nous l'avons vu dans le paragraphe (2.1), un des arguments
techniques les plus important de la th�eorie de Baum et Petrie.

2.3 Test du rapport de vraisemblance pour les CMC

Dans [A4], avec Paolo Giudici et Tobias Ryd�en, nous nous int�eressons �a un test
de type rapport de vraisemblance pour des MMC multivari�es. Nous utilisons pour
cela les r�esultats de Bickel et al. (1998) sur la normalit�e asymptotique de l'EMV
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pour les MMC, ainsi que ceux de Yakowitz et Spragins (1968) sur l'identi�abilit�e de
certains m�elanges de lois multivari�ees. Nous montrons que, comme dans le cas i.i.d,
la statistique du rapport de vraisemblance pour les MMC est asymptotiquement
distribu�ee suivant une loi du � 2. Ces probl�emes de test sont cruciaux dans la d�etec-
tion de MMC multivari�es gaussiens. Un des points int�eressants dans la comparaison
de tels mod�eles multivari�es est le fait de pouvoir tester des z�eros dans les matrices
de pr�ecision (inverse de la matrice de corr�elation) associ�ees aux di��erentes densit�es
m�elang�es. En e�et si Y = ( Y 1; : : : ; Y d) est un vecteur al�eatoire gaussien de matrice
de variance-covariance � et de matrice de pr�ecision K = ( ki;j )1� i;j � d = � � 1, la
condition ki;j = 0 signi�e que les variables al�eatoires Y i et Y j sont ind�ependantes
conditionnellement �a l'ensemble des autres composantes du vecteur Y .

Notations et r�esultats. En utilisant les mêmes notations que dans le paragraphe
2.2, mais dans un cadre purement MMC (c'est �a dire que la châ�ne de Markov sous-
jacente n'est jamais observable), on note� � (o�u � est le param�etre global du mod�ele)
la distribution stationnaire associ�ee �a la matrice � � . On rappelle que dans ce cadre la
vraisemblance associ�ee �a une s�erie d'observations (y1; : : : ; yn ) du vecteur (Y1; : : : ; Yn )
s'�ecrit de mani�ere compacte sous la forme :

p� (y1; : : : ; yn ) = � �

"
nY

k=1

G� (yk )� �

#

1I;

o�u pour tout y 2 F , G� (y) = diag[ g(y; � i )] et 1I est le vecteur de taille a � 1
ne contenant que des 1 (a �etant le nombre d'�etats de la châ�ne de Markov sous-
jacente). Nous noterons comme pr�ec�edemment la log-vraisemblance sous la forme
L n (� ) = log p� (Y1; : : : ; Yn ).

On s'int�eresse d'abord au test du rapport de vraisemblancepour tester une hy-
poth�ese ponctuelle du type : H 0 : � = � � contre H 1 : � 6= � � , o�u � � est une
valeur �x�ee du param�etre. Dans ce cas la statistique du rapport de vraisemblance
permettant de tester H 0 est une variable al�eatoire not�ee Tn , d�e�nie par :

Tn = 2( L n (�̂ n ) � L n (� � )) ;

o�u �̂ n d�esigne l'EMV sur � � Rq. Sous des conditions usuelles de r�egularit�e, nous
montrons que

Tn
L�! � 2

q; lorsquen ! + 1 : (2.4)

Ainsi la proc�edure habituelle consiste �a rejeter H 0 au niveau � si Tn > � 2
q;1� � o�u

� 2
q;1� � est le quantile de niveau (1� � ) d'un Chi-deux �a q degr�es de libert�e.

On propose dans un second temps de tester une hypoth�ese nulle composite :
H 0 : � 2 � � contre H 1 : � =2 � � , o�u � � est un espace de dimension (q � r )
d�etermin�e par un ensemble de r < q contraintes d'�equation Ri (� ) = 0, 1 � i � r ,
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agissant sur l'espace des param�etres. Dans ce cas, la statistique de test utilis�ee,
encore not�ee Tn , est d�e�nie par :

Tn = 2(sup
� 2 �

L n (� ) � sup
� 2 � �

L n (� )) :

Nous obtenons alors un r�esultat analogue �a (2.4) (en changeant le nombre de degr�es
de libert�e par ( q � r )) et la proc�edure de test usuelle associ�ee.

Application �a des donn�ees de pollution. Dans [A4] nous appliquons le test
du rapport de vraisemblance �a un jeu de donn�ees trivari�ees compos�e de mesures
journali�eres de mortalit�e, temp�erature, et pollution d ans la ville de Londres. Notre
but est de s�electionner le meilleur MMC multivari�e Gaussi en pour ce jeu de don-
n�ees en utilisant une châ�ne sous-jacente �a deux �etats.Nous mettons pour cela en
comp�etition huit mod�eles correspondants aux di��erente s con�gurations possibles de
z�eros dans la matrice de pr�ecision. Au moyen d'une proc�edure pas �a pas, testant
successivement des mod�eles emboit�es, nous concluons quemortalit�e et temp�erature
sont des variables conditionnellement ind�ependantes sachant la pollution.

2.4 M�elange markovien de processus de Markov

L'�etude des m�elanges markoviens de processus de Markov (MMPM) que je pro-
pose dans [A8] a �et�e inspir�ee par la litt�erature sur les m od�eles autor�egressifs �a r�egime
markovien. Ces mod�eles, qui sont une g�en�eralisation desMMC vus dans le para-
graphe 2.1, peuvent être d�e�nis de la mani�ere suivante. On consid�ere un processus
X dont l'�evolution est donn�ee par l'�equation :

X n =
dX

i =1

ai (Un )X n� i + � (Un )"n ; n � d + 1 ;

o�u ( " )n� 1 est une suite de variables al�eatoires i.i.d. ,U = ( Un )n� 1 est une châ�ne
de Markov �a espace d'�etat discret ou continu, (ai (�)) i =1 ;:::;d et � (�), ce dernier �etant
appel�e terme de volatilit�e stochastique, sont des fonctions d�e�nies sur l'espace d'�etat
de U. On constate ici que contrairement aux MMC classiques, le processusX peut
d�ependre de son propre pass�e et non pas seulement deU.

Ce mod�ele a �et�e utilis�e par Hamilton (1989) pour mod�eli ser le produit int�erieur
brut des �Etats Unis (le processusU mod�elisant les cycles �economiques), voir aussi
Hamilton et Susmel (1994), Cai (1994), Garcia et Perron (1996), pour des applica-
tions et extensions plus r�ecentes de ce mod�ele. Notons queles processus autoregressifs
lin�eaires �a r�egime markovien ont aussi trouv�e leur plac e dans le domaine de la gestion
de la consommation d'�electricit�e, voir Bar-Shalom et Li ( 1993) pour les probl�emes
de d�etection de rupture d'approvisionnement, et Ji et al. (1993), ou Kryshnamurty
et Ryd�en (1998) pour le contrôle automatique de la consommation. Comme souvent
en mati�ere de MMC, d'importants travaux ont �et�e consacr� es d'abord �a l'ajustement
de ces mod�eles alors que peu traitaient des propri�et�es statistiques des estimateurs
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propos�es. Citons cependant quelques travaux de r�ef�erence sur ces questions comme
les articles de Krishnamurthy et Ryd�en (1998), Francq et Roussignol (1998), pour
le cas o�u U est �a valeurs dans un espace d'�etat �ni, et Douc et al. (2004) pour le cas
o�u U est �a valeurs dans un espace d'�etat continu.

Dans [A8], je d�e�nis un nouveau type de processus faisant interagir K processus
de Markov �a temps discret X [i ] = ( X [i ]

n )n� 1, 1 � i � K , ind�ependants, stationnaires,
�a valeurs dans un espace d'�etat mesurable (E; E), de noyau de transition Qi , 1 � i �
K , par rapport �a une même mesure de r�ef�erence� sur E. Le processusZ = ( Zn )n� 0

auquel je m'int�eresse est d�e�ni par :

Zn =
KX

i =1

1If Un = i gX [i ]
n ; n � 1; (2.5)

o�u U = ( Un )n� 0 est une châ�ne de Markov r�ecurrente positive surU = f 1; : : : ; K g
non-observable. L'expression (2.5) implique queZ r�esulte de la mise bout �a bout de
morceaux de trajectoires issues de processus de Markov ind�ependants s�electionn�es
par une châ�ne de Markov dont le comportement ne nous est pasaccessible. No-
tons que les MMC sont des sous-mod�eles des MMPM puisqu'il su�t de consid�erer
pour s'en convaincre le cas o�u lesX [i ], i = 1 ; : : : ; K , sont des suites de variables
i.i.d. Notons de plus que les MMPM sont capables de mod�eliser des s�eries tempo-
relles ayant : (i) des changements abrupts de comportement lorsque, par exemple,
la châ�ne U change d'�etat ; (ii) des p�eriodes de grande stabilit�e dues au maintien de
U dans un même �etat ; (iii) des distributions marginales multimodales en raison de
la structure de m�elange ; (iv) des e�ets \feedback" de type phase dans le cas o�uU
quitte bri�evement un �etat, laissant le processus Z dans une zone, puis le retrouvant
un peu plus tard dans une zone voisine (si le processus correspondant �a l'�etat de la
châ�ne de Markov est faiblement m�elangeant par exemple).
A�n d'illustrer ces caract�eristiques de comportement, nous pr�esentons respective-
ment au travers des Figures 2.1 et 2.2 une trajectoire de châ�ne de Markov (dont
seront issus tous les autres processus simul�es) et une trajectoire de MMC classique,
puis deux MMPM bas�es sur des AR(1) qui, par construction, ont même loi margi-
nale que la MMC de la Figure 2.1 (voir [A7] pour les d�etails).

Hypoth�eses et param�etrisation. A�n d'all�eger les notations on consid�ere le cas
K = 2, et on note X = X [1] et Y = X [2]. On consid�ere deux ensembles �i , pour i =
1; 2; suppos�es compacts deRq. Les noyaux de transition deX et Y sont param�etr�es
par � 2 � 1 pour Q1 et � 2 � 2 pour Q2, et sont suppos�es appartenir respectivement
�a des familles param�etriques K1 =

�
Q1

� (�; �); � 2 � 1
	

, et K2 =
n

Q2
� (�; �); � 2 � 2

o
. On

suppose que pour chaque� 2 � 1 (resp. � 2 � 2) les noyaux de transition Q1
� (resp.

Q2
� ) induisent des processus de Markov r�ecurrents positifs admettant une unique

mesure invariante de densit�e q1
� (resp. q2

� ) par rapport �a � . Notons qu'en g�en�eral
la forme analytique de ces densit�es n'est pas connue explicitement, sauf dans le cas
de mod�eles autor�egressifs lin�eaires d'ordre 1 avec bruit gaussien. Cependant, nous
pouvons les caract�eriser (par d�e�nition) comme unique solution d'un probl�eme de
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(a) Trajectoire d'une châ�ne de Markov obte-
nue avec � = � = 0 :08.
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(b) Trajectoire simul�ee d'un MMC avec lois
conditionnelles gaussiennes centr�ees en 0 et 1.5
et de variance 1.

Fig. 2.1 { Trajectoires d'une châ�ne de Markov et d'un MMC associ�e.
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(a) Trajectoire simul�ee avec a = 0 :9 .
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(b) Trajectoire simul�ee avec a = 0 :7.

Fig. 2.2 { Deux trajectoires de MMPM construites �a partir de la tr ajectoire (a) :
X � AR(1) de coe�cient a1 = a et bruit N (0; 1 � a2), et Y � AR(1) de coe�cient
a2 = a et bruit N (1:5 � (1 � a); 1 � a2).

point �xe fonctionnel
Z

E
qi

� (x1)Qi
� (x1; �)� (dx1) = qi

� (�); i = 1 ; 2: (2.6)

La matrice de transition � de U est param�etr�ee par 
 = ( �; � ) 2 [�; 1 � � ]2, avec
0 < � < 1, sous la forme usuelle

� 
 =
�

� 
 (1; 1) � 
 (1; 2)
� 
 (2; 1) � 
 (2; 2)

�
=

�
1 � � �
� 1 � �

�
:

Le vecteur de probabilit�e invariant associ�e �a � 
 vaut alors (� 
 (1); � 
 (2)) = ( �
� + � ; �

� + � ).
En conclusion le param�etre �a estimer s'�ecrit donc sous la forme :

# = ( 
 ; �; � ) 2 � = [ �; 1 � � ]2 � � 1 � � 2:
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�Ecriture de la vraisemblance. On utilise la notation Zn
1 = f Zk ; 1 � k � ng pour

tout processusZ arbitraire. Supposons queU soit obervable, et consid�eronsun
1 =

(u1; : : : ; un ) une trajectoire de longueurn de U , et zn
1 = ( z1; : : : ; zn ) une trajectoire

de longueur n de Z . La fonction de vraisemblance pour le couple (U; Z) bas�ee sur
(un

1 ; zn
1 ) peut s'�ecrire alors p#(un

1 ; zn
1 ) = p#(zn

1 jun
1 )p#(un

1 ), o�u p#(un
1 ) = P#(U n

1 = un
1 ),

et p#(zn
1 jun

1 ) d�esigne la densit�e conditionnelle de Zn
1 par rapport �a f U n

1 = un
1g, dont

les expressions sont respectivement donn�ees par :

p#(un
1 ) = � 
 (u1)

n� 1Y

j =1

� 
 (uj ; uj +1 );

et

p#(zn
1 jun

1 ) =
Z

E n
q1

� (x1)
n� 1Y

j =1

Q1
� (x j ; x j +1 ) 
 j 2f 1;:::;n g=uj =2 � (dxj ) 
 j 2f 1;:::;n g=uj =1 � zj (dxj )

�
Z

E n
q2

� (y1)
n� 1Y

j =1

Q2
� (yj ; yj +1 ) 
 j 2f 1;:::;n g=uj =1 � (dyj ) 
 j 2f 1;:::;n g=uj =2 � zj (dxj );

o�u l'on reconnait la densit�e jointe des deux vecteurs ind�ependants X n
1 and Y n

1 ,
int�egr�ee composante �a composante selon queU n'est pas dans l'�etat 1, resp. U n'est
pas dans l'�etat 2. Pour obtenir la vraisemblance associ�ee�a Z , il su�t de sommer
p#(un

1 ; zn
1 ) sur toutes le valeurs possibles deun

1 , ce qui donne

p#(zn
1 ) =

X

(u1 ;u2 ;:::;u n )2f 1;2gn

� 
 (u1)
n� 1Y

j =1

� 
 (uj ; uj +1 )

�
Z

E n
q1

� (x1)
n� 1Y

j =1

Q1
� (x j ; x j +1 ) 
 j 2f 1;:::;n g=uj =2 � (dxj ) 
 j 2f 1;:::;n g=uj =1 � zj (dxj )

�
Z

E n
q2

� (y1)
n� 1Y

j =1

Q2
� (yj ; yj +1 ) 
 j 2f 1;:::;n g=uj =1 � (dyj ) 
 j 2f 1;:::;n g=uj =2 � zj (dyj ):

Remarque. La principale di�cult�e de ce type de vraisemblance est qu'elle ne peut
pas se calculer au moyen d'une formule de r�ecurrence bas�eesur le �ltre de la châ�ne
U sachant le pass�e enZ . Or cette technique, qui permet de calculer la vraisemblance
d�ej�a compliqu�ee des CMC en des temps lin�eaires, est �a la base de toutes les id�ees
ayant permis l'�etude de l'EMV pour les CMC. Ne pouvant dispo ser d'un tel outil je
me suis tourn�e vers une m�ethode d'estimation introduite p ar Ryd�en (1994), consis-
tant �a d�ecouper la vraisemblance comme si des paquets successifs de variables de
longueur m provenant du processusZ �etaient ind�ependants (ce qui est �evidemment
faux). Pour un m su�samment grand (assurant l'identi�abilit�e du mod�ele) , l'estima-
teur du maximum de vraisemblance des donn�ees tronqu�ees par paquets de longueur
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m bas�e sur Zkm
1 , pour k � 1, est d�e�ni par

#̂k = argmax
#2 �

kY

j =1

p#

�
Z jm

(j � 1)m+1

�
: (2.7)

On note #0 la vraie valeur du param�etre suppos�ee appartenir �a l'int �erieur non vide
de �.

R�esultats. Dans [A8] je montre, sous des conditions standards de r�egularit�e, de
m�elangeance des processus, et une condition d'identi�abilit�e (discut�ee ci-apr�es), que
l'estimateur d�e�ni en (2.7) est fortement convergent et asymptotiquement normal de
#0. La condition cruciale �a v�eri�er pour ce travail est en r�e alit�e la condition d'iden-
ti�abilit�e suivante.

(Identi�abilit�e) La famille param�etrique F m = f p#(z1; : : : ; zm ) ; # 2 � g v�eri�e :
8(#; #0) 2 � 2 tels que p#(z1; : : : ; zm ) = p#0(z1; : : : ; zm ) � 
 m � p:p:; on a # = #0:

Cette condition est di�cile �a v�eri�er en pratique, car l'� ecriture des densit�es
p#(z1; : : : ; zm ) suppose la connaissance de la forme analytique des densit�es des me-
sures invariantesqi , i = 1 ; 2. Je montre cependant que cette condition est satisfaite
dans le cas de m�elanges markoviens de processus autoregressifs d'ordre 1, et donne
un moyen pour calculer num�eriquement la vraisemblance desdonn�ees tronqu�ees,
pour toute valeur # du param�etre, en me passant de la connaissance desqi , i = 1 ; 2.
Ce dernier point utilise une m�ethode de Monte Carlo pour calculer des int�egrales du
type (2.6). Je conclus ce travail par une �etude bibliographique d�etaill�ee concernant
les champs d'applications des MMPM, de laquelle il ressort que les MMPM sont des
alternatives naturelles aux mod�eles de type MMC existant en neuroscience (signaux
alpha et beta), ou en biologie pour l'analyse des canaux d'ions.



Chapitre 3

Mod�eles de m�elange
semi-param�etriques

Les travaux d�ecrits dans ce chapitre concernent l'inf�erence statistique pour des
mod�eles semi-param�etriques de m�elanges de lois. Ils ontfait l'objet de collaborations
avec C�eline Delmas, Laurent Bordes, Didier Chauveau et St�ephane Mottelet.

3.1 Introduction

Les mod�eles de m�elange sont g�en�eralement d�ecrits de la mani�ere suivante. Une
fonction de r�epartition (fdr) G est d�e�nie sur Rp (p � 1) par

G(x) =
kX

i =1

� i Fi (x); x 2 Rp; (3.1)

o�u les param�etres du mod�ele sont les proportions � i du m�elange, 1 � i � k, v�eri�antP k
i =1 � i = 1, les composantes du m�elange, c'est �a dire les fdrFi , 1 � i � k, et le

nombre de composantesk du m�elange. Pour estimer les param�etres du mod�ele (3.1)
�a partir d'un n-�echantillon de vecteurs al�eatoires de loi de fdr G, il faut s'a�ranchir
de deux probl�emes :

Identi�abilit�e. Montrer l'unicit�e de la repr�esentation de G sous la forme du m�e-
lange d�ecrit en (3.1).

Identi�cation. Proposer une proc�edure d'estimation des param�etres inconnus de
G.

Pour que ces deux probl�emes puissent être r�esolus, on impose des contraintes sur
le mod�ele et, dans la grande majorit�e des travaux existants, les composantesFi du
mod�ele sont suppos�ees appartenir �a des familles param�etriques (voir Titterington et
al., 1985 ; Mc Lachlan et Peel, 2000). Dans le cas o�u le nombre de composantesk est
connu on parle de mod�eleparam�etrique , sinon on parle de mod�elesemi-param�etrique.
Hall et Zhou (2003) consid�erent pour la premi�ere fois le probl�eme de l'estimation
des param�etres du mod�ele (3.1) pour k = 2 lorsque F1 et F2 n'appartiennent pas �a

24
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des familles param�etriques (mais sont les fdr de vecteurs al�eatoires de composantes
ind�ependantes). Ces auteurs donnent des conditions g�en�erales permettant d'assurer
l'identi�abilit�e et l'identi�cation des param�etres de l eur mod�ele pour p � 3, consi-
d�erant le probl�eme ouvert pour 1 � p < 3. Ce travail nous a conduit dans [A9], �a
consid�erer l'identi�abilit�e du mod�ele (3.1) pour p = 1 et k = 2 lorsque F1 et F2 ne
sont pas suppos�ees appartenir �a des familles param�etriques. Nous en sommes venus
�a consid�erer le mod�ele :

G(x) = �F (x � � 1) + (1 � � )F (x � � 2); x 2 R; (3.2)

o�u F est une fdr inconnue admettant une densit�ef paire, � 2 ]0; 1[ est une proportion
de m�elange inconnue et� 1 6= � 2 sont deux param�etres de localisation inconnus.

Sur la base des travaux d�evelopp�es dans [A9], C�eline Delmas nous a propos�e,
�a Laurent Bordes et moi-même, d'analyser un mod�ele proche du mod�ele (3.2) a�n
d'�etudier la di��erence d'expression de g�enes de puces ADN (microarrays). Le mod�ele
est le suivant :

G(x) = �F 0(x) + (1 � � )F (x � � ); x 2 R; (3.3)

o�u F0 est une fdr connue etF est la fdr d'une densit�e paire inconnue, � est un para-
m�etre de localisation inconnu et � 2 ]0; 1[ est une proportion de m�elange inconnue.

3.1.1 Identi�abilit�e

Mod�ele (3.2). Dans [A9], en notant F l'ensemble des fdr de distributions sym�e-
triques autour de z�ero et � = f (x; x ) ; x 2 Rg, nous montrons que pour

(( �; � 1; � 2; F ); (� 0; � 0
1; � 0

2; F 0)) 2
�
]0; 1=2[� (R2 n �) � F

� 2
;

la condition

�F (x � � 1) + (1 � � )F (x � � 2) = � 0F 0(x � � 0
1) + (1 � � 0)F 0(x � � 0

2) (3.4)

implique (�; � 1; � 2; F ); = ( � 0; � 0
1; � 0

2; F 0) ce qui prouve l'identi�abilit�e du mod�ele (3.2)
sur l'espace des param�etres ]0; 1=2[� (R2 n�) �F . Notons que la preuve de ce r�esultat
passe par une discussion longue et exhaustive de l'�equation (3.4) apr�es transforma-
tion au sens de Fourier. Parall�element �a nos travaux, Hunter et al. (2007) montre le
même r�esultat et donnent une condition su�sante d'identi �abilit�e pour un mod�ele
de m�elange similaire �a trois composantes.

Mod�ele (3.3). En g�en�eral, ce mod�ele n'est pas identi�able et nous indiq uons dans
[A10] quelques contre-exemples �a l'identi�abilit�e. On p eut montrer cependant, en uti-
lisant la m�ethode des moments, que ce mod�ele estlocalement identi�able, et même
faiblement identi�able, si l'on impose des contraintes suppl�ementaires sur les pa-
ram�etres euclidiens du mod�ele. Les deux notions cit�ees pr�ec�edemment en italique
seront expliqu�ees un peu plus loin. Parmi les classes de conditions que nous donnons
dans [A10], en voici une qui illustre �a quel point ce probl�eme est d�elicat.
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Exemple d'identi�abilit�e. Soit F3 l'ensemble des densit�es paires admettant des
moments d'ordre 3. On notef 0 la densit�e associ�ee �a la fdr F0 et on suppose que la
fonction caract�eristique f̂ 0 est strictement positive sur R. Le mod�ele (3.3) exprim�e
en terme de densit�es, soit :

g(x) = �f 0(x) + (1 � � )f (x � � ); x 2 R; (3.5)

est identi�able si

(�; �; f ) 2 ]0; 1[� R� � F 3 et � 6= � 0 +
k � 2

3k
� 2; k 2 N� ; (3.6)

o�u � et � 0 sont respectivement les moments d'ordre 2 def et f 0.
On constate ici que le mod�ele (3.3) est identi�able du moment que (�; � ) est

situ�e sur R� � ]0; + 1 [ priv�e d'un ensemble de mesure nulle (d'o�u la terminologie
d'identi�abilit�e faible).

3.1.2 Identi�cation et r�esultats asymptotiques

Mod�ele (3.2). Le premier �el�ement clef dans l'identi�cation du mod�ele ( 3.2) a �et�e
le constat suivant. En notant � = � 2 � � 1, il est facile de voir que

F (x) =
1

1 � �
G(x + � 2) +

� �
1 � �

F (x + � ); 8x 2 R; (3.7)

et donc en utilisant (3.7) comme formule de r�ecurrence` fois il vient

F (x) =
1

1 � �

` � 1X

k=0

�
� �

1 � �

� k

G(x + � 2 + k� ) +
�

� �
1 � �

� `

F (x + `� ); 8x 2 R:(3.8)

Il est alors facile de constater que le dernier terme de (3.8)tend vers 0 lorsquè tend
vers l'in�ni, ce qui nous donne la formule d'inversion suivante :

F (x) =
1

1 � �

X

k� 0

�
� �

1 � �

� k

G(x + � 2 + k� ); 8x 2 R: (3.9)

Nous introduisons alors les op�erateurs lin�eaires born�es A � and A � 1
� d�e�nis par

A � = �� � 1 + (1 � � )� � 2 and A � 1
� =

1
1 � �

X

k� 0

�
� �

1 � �

� k

� � � 2 � k� ; (3.10)

o�u � � (� 2 R) est l'op�erateur de translation d�e�ni par � � f = f (� � � ). Avec ces
nouvelles notations, l'�equation (3.8) devient G = A � F et (3.9) devient F = A � 1

� G.

Le deuxi�eme �el�ement clef dans l'analyse du mod�ele (3.2) repose sur la remarque
suivante. Soit F� = A � 1

� G = A � 1
� A � 0 F0 o�u � 2 � ; clairement si � = � 0 (o�u � 0 d�esigne

la vraie valeur du param�etre) nous avonsF� = F0, et donc le principe d'invariance
F0(x) = 1 � F0(� x) d'apr�es l'hypoth�ese de sym�etrie sur F0. On introduit l'op�erateur
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de sym�etrisation Sr d�e�ni par Sr F (�) = 1 � F (�� ). La remarque pr�ec�edente peut
alors être r�e-exprim�ee sous la forme : si� = � 0, alors A � 1

� G = Sr A � 1
� G, ou de mani�ere

�equivalente G = A � Sr A � 1
� G, en appliquant A � sur le membre de droite de la derni�ere

�egalit�e. Mais que peut-on dire lorsque l'on prend le probl�eme dans l'autre sens ? La
r�eponse est donn�ee par le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 3 Consid�erons la mod�ele (3.2) avec F0 une fdr associ�ee �a une loi sym�e-
trique et � 0 2 � . Si pour � 2 � , nous avonsG = A � Sr A � 1

� G, alors � = � 0.

Une cons�equence du th�eor�eme pr�ec�edent est que siG est connue, nous pouvons
esp�erer retrouver la valeur � 0 de � en minimisant une mesure de discr�epance entreG
et G� = A � Sr A � 1

� G. CommeG n'est pas connue, mais peut en revanche être estim�ee,
nous avons choisi de consid�erer la mesure de discr�epanceK d�e�nie par :

K (� ) � K (� ; G) =
Z

R
(G� (x) � G(x))2dG(x); � 2 � : (3.11)

Nous montrons que siF est assez r�eguli�ere et si G est connue, alorsK est une
fonction de contraste pour le param�etre euclidien, c'est �a dire que pour tout � 2 �,
K (� ; G) � 0 et K (� ; G) = 0 si et seulement si � = � 0.

Ce r�esultat sugg�ere donc d'estimer � au moyen de l'approche dite duminimum
de contraste, soit

�̂ n = arg min
� 2 �

K (� ; Ĝn );

o�u Ĝn est un estimateur de la fdr G. Quand les param�etres de localisation� 1 et � 2

sont inconnus, a�n de pouvoir appliquer des m�ethodes d'optimisation di��erentiables,
nous sommes contraints de consid�erer une version r�egularis�ee de la fdr empirique
(alors que lorsque les param�etres de localisation sont connus la fdr empirique su�t)

soit ~G(n)
� = A � Sr A � 1

�
~Gn , avec ~Gn (x) =

Z x

�1
ĝn (y)dy et

ĝn (x) =
1
bn

Z

R
q

�
x � y

bn

�
dĜn (y);

o�u Ĝn d�esigne la fdr empirique et bn & 0, nbn ! + 1 , et
p

nbn = O(1) lorsque
n ! + 1 . On montre alors le r�esultat principal suivant :

Th�eor�eme 4 Si la fdr F0 est strictement croissante et Lipschitzienne surR, alors
�̂ n converge presque sûrement vers� 0 lorsque n tend vers l'in�ni. Si de plus F0 est
deux fois continuement di��erentiable avec F (2) dans L 1(R), alors n1=4� � (�̂ n � � 0) =
oa:s:(1), pour tout � > 0.

Une fois le param�etre euclidien estim�e, il est alors l�egitime d'estimer respective-
ment la fdr F inconnue et sa densit�e au moyen de la formule d'inversion (3.10) en
employant respectivement les estimateurs

F̂n (x) = A �̂ n
Ĝn et f̂ n(x) = A �̂ n

ĝn :
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Sous des conditions analogues �a celles du Th�eor�eme 4, on montre alors la conver-
gence presque sûre en normeL 1 (R) de F̂n vers F �a la vitesse n� 1=4+ � pour tout
� > 0, ainsi que la convergence presque sûre dêf n vers f .

Mod�ele (3.3). Les �etapes de l'identi�cation du mod�ele (3.3) sont simila ires �a celles
du mod�ele (3.2). Nous notons tout d'abord qu'il existe un formule d'inversion simple
donn�ee par :

F (x) =
1
p

(G(x + � ) � (1 � p)F0(x + � )) ; 8x 2 R:

Or par hypoth�ese, F est la fdr d'une loi sym�etrique, ce qui impose la relation F (x) =
1 � F (� x) pour tout x 2 R, d'o�u l'id�ee naturelle de comparer les fonctions

H1(x; �; G ) =
1
p

G(x + � ) +
1 � p

p
F0(x + � ); x 2 R;

et
H2(x; �; G ) = 1 �

1
p

G(� � x) +
1 � p

p
F0(� � x); x 2 R;

qui sous la condition � = � 0 v�eri�ent H1(�; �; G ) = H2(�; �; G ). Ainsi, si d est une
distance entre deux fonctions et sid(� ) = d(H1(�; �; G ); H2(�; �; G )) ; nous avons
d(� 0) = 0 ; et pouvons estimer� par

�̂ n = arg min
� 2 �

dn (� ); (3.12)

o�u dn d�esigne une estimation empirique ded qui s'obtient en replacant G par Ĝn ou
sa version r�egularis�ee ~Gn (voir [A10] et [B1] pour les d�etails). Dans [A10] la distance
choisie provient de la normeL q(R), alors que dans [B1] la norme consid�er�ee est
L 2(G) (�ecart quadratique int�egr�e au sens de g sur R). Dans [A10] nous montrons,
sous des conditions minimales, la convergence presque sûre de l'estimateur (3.12)
vers la vraie valeur � 0 du param�etre. Nous �etablissons dans [B1], sous des conditions
un peu plus fortes, la normalit�e asymptotique de nos estimateurs au sens suivant :

p
n

�
� n � � 0; p̂n � p0; F̂n (�) � F (�)

� T
 G = ( G1; G2; G3)T ; (3.13)

dans R2 � D (R) lorsque n tend vers l'in�ni, D (R) d�esignant l'espace des fonctions
cad-lag sur R et G un processus gaussien de matrice de variance-covariance � que
nous explicitons. Nous proposons de plus un estimateur fortement convergent de la
matrice � qui nous permet d'utiliser (3.13) dans le cadre de divers probl�emes de
tests : (i) test du � 2 pour l'ad�equation �a un mod�ele ( � � ; p� ; F� ) �x�e ; (ii) test du � 2

pour la sym�etrie sur F . Notons que Hunter et al. (2007) prouvent aussi la consis-
tance et la normalit�e asymptotique de leur estimateur au prix de conditions plus
abstraites que les notres.

Un projet �a court terme est l'obtention de r�esultats analo gues pour le mod�ele
(3.2) et l'�etude d'un test du type Kolmogorov.
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3.1.3 Applications

Mod�ele 3.2 : donn�ees de pluviom�etrie. Nous avons �etudi�e les donn�ees de pr�e-
cipitation de 70 villes des �Etats-Unis (et Porto Rico) (Statistical Abstracts of the
United States, 1975 ; voir McNeil, 1977). Pour cela nous avons ajust�e deux mod�eles.
Le premier est le mod�ele (3.2) pour lequel on notê� , �̂ 1, m̂2, f̂ les estimateurs de� ,
� 1, � 2, et f . Le second est une version param�etrique du mod�ele (3.2) o�u l'on suppose
que f est la densit�e de la loi gaussienne centr�ee et de variance� 2 (not�ee N (0; � 2)).
Les estimateurs des param�etres inconnus du second mod�elesont not�es ~� , ~� 1, ~m2,
~� 2, et calcul�es suivant la m�ethode du maximum de vraisemblance.

-100 -60 -20 20 60 100

-0.0050

0.0060

0.0170

0.0280

0.0390

0.0500

(a) Graphe de f̂ (trait plein) et graphe
de la densit�e d'une N (0; ~� 2) (traits ti-
r�es).

-50 -10 30 70 110 150
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0.0060

0.0170

0.0280

0.0390

0.0500

(b) Graphe de ĝ (trait plein), graphe
de �̂ ~f (� � �̂ 1) + (1 � �̂ ) ~f (� � �̂ 2) (tir�e)
~� N (~� 1 ; ~� 2) + (1 � ~� )N (~� 2 ; ~� 2) (tir�e-
pointill�e).

Fig. 3.1 { Param�etres estim�es pour le mod�ele (3.2) : �̂ 1 = 13:107 (3:299), �̂ 2 =
39:056 (1:395), �̂ = 0 :171 (0:078). Param�etres estim�es pour le mod�ele � �N (� 1; � 2)+
(1 � � ) � N (� 2; � 2) : ~� 1 = 15:715 (2:220), ~� 2 = 40:773 (1:297), ~� = 0 :235 (0:060) et
~� = 8 :504 (1:187), entre parenth�ese �gurent les �ecart-types estim�es.

La Figure 3.1(a) montre ~f , l'estimateur de f , ainsi que la densit�e de la loi
N (0; ~� 2). La Figure 3.1(b) montre ĝ, l'estimateur �a noyaux de g avec les recons-
tructions de g obtenues �a partir des deux mod�eles. Les �ecarts-types sont estim�es
par Jacknife. On peut voir que le mod�ele (3.2) o�re une meilleure ad�equation aux
donn�ees pour ce qui concerne la reconstruction deg et que la densit�e f ne semble
pas appartenir �a une famillle param�etrique usuelle.

Mod�ele 3.3 : comparaison de gestation des bovins. Dans [A10] nous �etudions
un jeu de donn�ees issu de la technologie des puces ADN a�n de d�etecter les g�enes
statistiquement di��erement exprim�es suivant que leur po rteur est issu d'un mode
d'ins�emination arti�ciel ou in vitro . Les donn�ees se pr�esentent sous la forme de
r�ealisations de variables al�eatoires Si , i = 1 ; : : : ; 10214, i.i.d. et distribu�ees suivant
(3.3), o�u F0 est la fdr d'une loi de Student �a 18 degr�es de libert�e. Les param�etres
sont estim�es en recherchant l'argument du minimum de dn sur une discr�etisation
�ne de l'espace param�etrique restreint �a [0 :01; 0:1] � [0:5; 1:5] (voir la Figure 3.2
pour l'allure de dn ). Les estimations obtenues dans ce mod�ele sont ^p = 0 :037 et
�̂ = 1 :05 et une proc�edure �a la Benjamini-Hochberg permet de d�etecter environ 370
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g�enes potentiellement di��eremment exprim�es.
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Fig. 3.2 { Courbes de niveau de (p; � ) 7! dn (p; � ) pour le jeu de donn�ees sur la
gestation des bovins avec (p; � ) 2 [0:01; 0:1] � [0:5; 1:5].
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Fig. 3.3 { Reconstruction du m�elange �a partir de l'estimation d e (p; �; f ) et de
l'estimateur de la densit�e de f .

La �gure 3.3 indique clairement la robustesse de notre m�ethode face �a l'hypo-
th�ese technique de sym�etrie sur la composante inconnue. On constate en e�et que
le contraste n'est pas tout �a fait nul (0.23) pour la valeur estim�ee du param�etre
mais que notre m�ethode d�etecte, pour cette valeur, une densit�e presque sym�etrique
permettant de tr�es bien ajuster le mod�ele, comme l'indique 3.3(a).
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3.2 Algorithme EM semi-param�etrique

La m�ethode pr�esent�ee dans cette section est l'objet d'un travail [A12] fait en
collaboration avec Laurent Bordes et Didier Chauveau. Notons qu'une approche
sensiblement voisine a �et�e consid�er�ee r�ecemment par Robin et al. (2007) dans le
cadre du mod�ele (3.6) en lien avec l'analyse des puces ADN.

3.2.1 Analyse de l'algorithme EM

On consid�ere le mod�ele de m�elange semi-param�etrique

g' (x) = g(xj' ) =
mX

j =1

� j f (x � � j ); x 2 R; (3.14)

o�u ' = ( �; f ) = (( � j ; � j ) j =1 ;:::;m ; f ) 2 � = � � F d�esigne le param�etre inconnu
du mod�ele avec

� =

8
<

:
(� j ; � j ) j =1 ;:::;m 2 f ]0; 1[� Rgm ;

mX

j =1

� j = 1 ; � i 6= � j ; 1 � i < j � m

9
=

;
:

et F d�esigne l'ensemble des densit�es paires surR. Avant de pr�esenter l'algorithme
EM (Expectation/Maximisation) pour le mod�ele (3.14), nou s proposons de rappeler
son pendant dans le cadre d'un mod�ele de m�elange param�etrique.

Algorithme EM param�etrique. Le but de l'algorithme EM est d'approcher l'es-
timateur du maximum de vraisemblance pour les mod�eles �a donn�ees manquantes
au moyen d'une proc�edure it�erative simple. Soit x = ( x1; : : : ; xn ) la r�ealisation d'un
n-�echantillon i.i.d. suivant une densit�e de probabilit�e g(�j � ) d�e�nie par

g� (x) = g(xj� ) =
mX

j =1

� j f (xj� j ); (3.15)

o�u � = ( � j ; � j ) j =1 ;:::;m est le param�etre euclidien du mod�ele et f ( � j � ) appartient �a
une famille param�etrique not�ee Fp. Dans ce type de mod�ele, la principale di�cult�e
provient du fait que l'on ne connait pas les provenances desx i , c'est �a dire suivant
quelle composante ils ont �et�e tir�es. Supposons pourtant que l'on connaisse pour
chaquex i la composantezi 2 f 1; : : : ; mg du m�elange dont il est issu, i.e.

X i jZ i = j � f (�j � j ) et P(Z i = j ) = � j ; j = 1 ; : : : ; m:

Dans ce cas, la densit�e pour une observation compl�etesy = ( x; z) s'�ecrit

h(yj� ) = h((x; y)j� ) = � zf (xj� z);

et donc pour une s�erie d'observations compl�etey = ( y1; : : : ; yn ), la log-vraisemblance
s'�ecrit log h(y j� ) =

P n
i =1 logh(yi j� ). Notons que l'EMV pour le mod�ele (3.15),

bas�e sur la maximisation de logh(y j� ), est en g�en�eral explicite du moment que la
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famille param�etrique Fp l'autorise (famille exponentielle, gaussienne, etc.). Aulieu
de maximiser la log-vraisemblance des donn�ees observ�ees, l'algorithme EM maximise
de mani�ere it�erative l'op�erateur

Q(� j� t ) = E[logh(y j� )jx ; � t ];

o�u � t est la valeur courante du param�etre �a l'�etape t (voir Wu, 1983, pour une pr�e-
sentation g�en�erale de l'algorithme EM ainsi que la preuve de la convergence).

L'it�eration � t ! � t+1 d�e�nie dans la cadre pr�ec�edent est donn�ee par

1. �Etape E : calculer Q(� j� t ).

2. �Etape M : prendre � t+1 = argmax � 2 � Q(� j� t ).

On note que l'op�erateur Q( � j� t ) est une esp�erance au sens de la loik(y jx ; � t )
c'est �a dire de y sachant x, pour la valeur � t du param�etre. Dans un mod�ele de
m�elange, nous avons en particulier

k(y jx ; � ) =
nY

i =1

k(yi jx i ; � ) =
nY

i =1

k(zi jx i ; � );

puisque (zi jx i ); i = 1 ; : : : ; n, sont ind�ependants. Les zi �etant discrets, leur loi est
donn�ee par la formule de Bayes

k(j jx; � t ) = P(Z = j jx; � t ) =
� t

j f (xj� t
j )P m

`=1 � t
` f (xj� t

` )
; j = 1 ; : : : ; m: (3.16)

Dans le cas o�u les densit�esf (�j � ) impliqu�ees dans le mod�ele (3.15) sont de la
forme f (� � � ), nous obtenons simplement

k(j jx; � ) =
� t

j f (x � � t
j )P m

j =1 � t
j f (x � � t

j )
; j = 1 ; : : : ; m:

Lorsque les donn�ees (x; z) sont enti�erement observ�ees, l'EMV pour les proportions
du m�elange est ind�ependant de f et vaut composante �a composante

�̂ j =
P n

i =1 Izi = j

n
; j = 1 ; : : : ; m; (3.17)

(o�u Izi = j vaut 1 si zi = j ). Consid�erons en�n le cas ou les � j 's sont des param�etres
d'esp�erance, i.e.E(X jZ = j ) = � j (ce qui n'impose pas le fait quef (�j � ) soit paire).
Dans ce cas des estimateurs sans biais naturels, fortement convergents des � j sont
les moyennes empiriques calcul�ees dans chacune des sous-populations

�̂ j =
P n

i =1 x i Izi = jP n
i =1 Izi = j

; j = 1 ; : : : ; m: (3.18)

Lorsque les donn�eesz sont manquantes, l'EMV pour les donn�ees compl�etes est rem-
plac�e par l'estimateur EM param�etrique. L'impl�ementat ion de l'�etape M pour l'it�e-
ration conduisant de � t ! � t+1 se fait de mani�ere tout �a fait standard par une
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maximisation directe de Q( � j� t ), voir Redner et Walker (1984), ce qui se voit au
travers des �equations (3.17) et (3.18), o�u chaque indicatrice inconnueIzi = j est rem-
plac�ee par son esp�erance conditionnelle aux donn�ees observ�ees x i , et pour la valeur
courante du param�etre, soit E(IZ i = j jx i ; � t ) = k(j jx i ; � t ) donn�ee par (3.16).

1. �Etape E : pour i = 1 ; : : : ; n et j = 1 ; : : : ; m, calculer k(j jx i ; � t ).

2. �Etape M : r�eactualiser � t+1 par :

� t+1
j =

1
n

nX

i =1

k(j jx i ; � t ) (3.19)

� t+1
j =

P n
i =1 k(j jx i ; � t ) x iP n

i =1 k(j jx i ; � t )
; j = 1 ; : : : ; m: (3.20)

Algorithme EM formel en semi-param�etrique. Revenons au mod�ele (3.14)
pour lequel nous pouvons encore d�e�nir les densit�es des donn�ees observ�ees et com-
pl�etes

g' (x) = g(xj' ) =
mX

j =1

� j f (x � � j );

h(yj' ) = h((x; z)j' ) = � zf (x � � z):

Formellement, la log-vraisemblance associ�ee auxx pour la valeur ' du param�etre
peut s'�ecrire

L x (' ) =
nX

i =1

logg(x i j' ):

De la sorte, nous sommes quasiment en mesure de proposer un algorithme de type
EM, �a ceci pr�es qu'il nous faut d�e�nir une valeur courante du param�etre ' t = ( � t ; f t )
�a l'it�eration t, et l'op�erateur

Q(' j' t ) = E[logh(y j' )jx ; ' t ]:

Comme dans le cas param�etrique, l'esp�erance est prise suivant la loi de y sachantx,
pour la valeur ' t du param�etre :

k(y jx ; ' t ) =
nY

i =1

k(yi jx i ; ' t ) =
nY

i =1

k(zi jx i ; ' t );

o�u

k(j jx; ' t ) = P(Z = j jx; ' t ) =
� t

j f
t (x � � t

j )
P m

`=1 � t
` f

t (x � � t
j )

; j = 1 ; : : : ; m: (3.21)

Ainsi Q(' j' t ) est donn�e par

Q(' j' t ) =
nX

i =1

mX

j =1

k(j jx i ; ' t )
�
log(� j ) + log f (x i � � j )

�
:

Pour une initialisation ' 0 = ( � 0; f 0), un algorithme formel pour estimer ' est donc
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1. �Etape E : calculer Q(' j' t ) en utilisant (3.21) et (3.22).

2. �Etape M : choisir ' t+1 qui maximise Q(' j' t ).

La principale di�cult�e de l'algorithme pr�ec�edent est de trouver f t+1 tel que ' t+1

' t+1 = ( � t+1 ; f t+1 ) maximise Q(�j ' t ). Dans le paragraphe suivant nous indiquons
une solution heuristique �a ce probl�eme dans le cadre du mod�ele (3.14).

M�ethodologie pour l'EM semi-param�etrique. L'id�ee heuristique permettant
l'impl�ementation d'un algorithme EM dans notre cas vient d u fait que les para-
m�etres des composantes du m�elange sont en r�ealit�e des esp�erances. L'id�ee est alors
de proc�eder it�erativement de la mani�ere suivante :

1. calculer un estimateur f t+1 de f , en utilisant � t ;

2. remplacerf t+1 dans l'�etape M de l'algorithme EM (3.19){(3.20) pour calcu ler
� t+1 .

Le principe d'estimation de f que nous avons retenu est le suivant : �etant donn�e
le param�etre euclidien � (ou un estimateur � t ), et le fait que les composantes du
m�elange sont �egales �a un param�etre de localisation pr�e s, nous conjecturons, qu'en
pratique, il est raisonnable d'estimer f au moyen d'un estimateur �a noyau bas�e sur
les donn�ees convenablement recentr�ees (la justi�cation de ce point sera d�etaill�ee
plus tard). Dans la suite, nous noterons ~x i la i -�eme observation recentr�ee et par
~x = (~x1; : : : ; ~xn ) le vecteur correspondant.

A�n de d�ecrire l'esprit de la m�ethode, consid�erons la situation id�eale o�u nous
aurions acc�es �a y = ( x; z) et o�u � serait connu. Un estimateur consistant def
s'obtiendrait alors en e�ectuant les �etapes suivantes :

1. calculer ~x = (~x1; : : : ; ~xn ), o�u ~x i = x i � � zi , i = 1 ; : : : ; n ;

2. calculer l'estimateur �a noyau de la densit�e f au moyen d'un noyauK et d'une
largeur de fenêtrehn ,

f̂ ~x (u) =
1

nhn

nX

i =1

K
�

u � ~x i

hn

�
:

Supposons maintenant que lesz soient inconnus, mais que la vraie valeur de'
soit connue. La di�cult�e est alors de retrouver un �echanti llon distribu�e suivant f
�etant donn�e un �echantillon distribu�e suivant g' . La solution que nous proposons,
et dont nous prouvons la validit�e dans le Lemme 1 de [A12], est la suivante. On
simule la i -�eme allocation d'apr�es la loi �a post�eriori ( k(j jx i ; ' ); j = 1 ; : : : ; m), et l'on
e�ectue un recentragead hoccomme suit :

S-1 : Pour i = 1 ; : : : ; n, on simule Z (x i ; ' ) � M (1; k(j jx i ; ' ); j = 1 ; : : : ; m).

S-2 : On prend ~x i = x i � � Z (x i ;' ) , o�u Z (x; ' ) 2 f 1; : : : ; mg et � Z (x;' ) = � j quand
Z (x; ' ) = j .

L'id�ee forte derri�ere ce dernier point est que si ' t est proche de la vraie valeur
du param�etre ' , alors l'�echantillon ~X t+1 sera presque distribu�e suivant f , ce qui
rendra l'estimateur �a noyau �a l'�etape ( t + 1) �able (proche de f ), et permettra de se
rapprocher du comportement d'un algorithme EM classique avec f connue.
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3.2.2 Proc�edure semi-param�etrique de type EM

L'analyse du paragraphe pr�ec�edent nous pousse donc �a consid�erer l'algorithme
EM semi-param�etrique (EM-SP) suivant, dont le passage de' t ! ' t+1 s'op�ere en
e�ectuant :

1. �Etape E : calculer k(j jx i ; ' t ), i = 1 ; : : : ; n, j = 1 ; : : : ; m utilisant (3.21).
2. �Etape S :

- pour i = 1 ; : : : ; n, g�en�erer Z t+1 (x i ; ' t ) � M (1; k(j jx i ; ' t ); j = 1 ; : : : ; m) ;
- prendre ~x t+1

i = x i � � t
Z t +1 (x i ;' t ) .

3. �Etape non-param�etrique (r�eactualisation du param�etre fonctionnel)

- estimateur �a noyaux de la densit�e

f̂ ~x t +1 (u) =
1

nhn

nX

i =1

K
�

u � ~x t+1
i

hn

�
;

- sym�etrisation

f t+1 (u) =
f̂ ~x t +1 (u) + f̂ ~x t +1 (� u)

2
:

4. �Etape M : (strat�egie EM param�etrique pour r�eactualiser l e param�etre eucli-
dien)

� t+1
j =

1
n

nX

i =1

k(j jx i ; ' t );

� t+1
j =

P n
i =1 k(j jx i ; ' t ) x iP n

i =1 k(j jx i ; ' t )
; j = 1 ; : : : ; m:

Notons que l'�etape M peut être chang�ee dans l'esprit de l'algorithme SEM (Stochas-
tique EM), i.e. en utilisant le fait que les donn�ees compl�etes ont �et�e pr�ealablement
simul�ees pour calculer l'EMV du param�etre euclidien, soit :

� t+1
j =

1
n

nX

i =1

I f Z t +1
i (x i ;' t )= j g;

� t+1
j =

P n
i =1 x i I f Z t +1

i (x i ;' t )= j gP n
i =1 I f Z t +1

i (x i ;' t )= j g
; j = 1 ; : : : ; m:

L'avantage de cette deuxi�eme version est qu'elle g�en�ereune châ�ne de Markov plus
simple �a �etudier que celle engendr�ee par l'�etape M de l'a lgorithme pr�ec�edent. Ayant
constat�e que les estimateurs �a noyaux des donn�ees recentr�ees �etaient assez proches de
la vraie densit�e (param�etrique) m�elang�ee, il peut êtr e int�eressant, dans un premier
temps, d'�etudier la robustesse de l'algorithme EM face �a la famille param�etrique
de lois consid�er�ee. ll demeure n�eanmoins que l'�etude decet algorithme est d'une in-
croyable complexit�e, et que nous devrons sans doute nous doter de moyen techniques
suppl�ementaires (voir Robin et al., 2007) pour le contrôler et montrer, un jour peut
être, sa convergence (en un sens qui reste �a d�e�nir).



Chapitre 4

M�ethodes de Monte Carlo

Dans ce chapitre nous pr�esentons quelques contributions au domaine des m�e-
thodes de Monte Carlo par châ�ne de Markov (MCMC) adaptatives. Le but des
MCMC est de reconstruire des lois d'int�erêt qui peuvent s'av�erer complexes, telles
que les lois multimodales en grande dimension avec des modestr�es �eloign�es. Dans ce
type de situations, les m�ethodes classiques comme Hastings-Metropolis ou l'�echan-
tillonneur de Gibbs peuvent mettre un temps tr�es long avant de d�ecouvrir leurs
di��erentes r�egions modales. Le principe de base des m�ethodes adaptatives consiste �a
utiliser l'information sur la loi cible, obtenue lors des it�erations pass�ees de la châ�ne,
a�n d'explorer le plus e�cacement possible son support dans le but d'am�eliorer la
vitesse de convergence. Les travaux d�ecrits dans ce chapitre sont en collaboration
avec Didier Chauveau.

4.1 Algorithme de Hastings-Metropolis avec apprentis-
sage s�equentiel

Nous pr�esentons tout d'abord le travail e�ectu�e en [A6] qu i concerne une des
premi�eres avanc�ees en mati�ere de MCMC adaptatives. L'algorithme de Hastings-
Metropolis (HM) permet de simuler une loi � lorsque l'on ne connâ�t que la forme
analytique de sa densit�e �a une constante multiplicative pr�es. Ce probl�eme survient
par exemple lorsque l'on doit reconstruire la loi �a post�eriori d'un mod�ele bay�esien.
Le principe de l'algorithme de HM est le suivant : �etant donn�e la position courante
x de l'algorithme, on propose une valeurcandidate y au moyen d'une loi instrumen-
tale pouvant d�ependre de x not�ee q(yjx) facilement simulable, puis on applique un
m�ecanisme d'acceptation-rejet au candidat y pour constituer la valeur courante de
l'algorithme �a l'�etape suivante. Le pas de l'algorithme c onduisant de xn �a xn+1 est
d�ecrit ci-dessous :

1. simuler y � q( � jxn ) ;

2. calculer � (y; xn ) = min
�

1;
f (y)q(xn jy)

f (x(n) )q(yjxn )

�
;

3. prendre xn+1 =
�

y avec probabilit�e � (y; xn );
xn avec probabilit�e 1 � � (y; xn ):

36
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Il est courant d'utiliser l'algorithme de HM avec une r�egle de proposition de
type marche al�eatoire, i.e. yn = xn + "n+1 , o�u "n+1 est une perturbation al�eatoire
de densit�e g ind�ependante de la position courante x, et q(yjx) = g(y � x). Les
impl�ementations les plus courantes utilisent pour g une loi sym�etrique telle que la
gaussienneN (0; � 2) en dimension 1, car la sym�etrie r�eduit le taux d'acceptat ion �a
� (x; y) = min f 1; f (y)=f (x)g. La grande di�cult�e dans ce type d'approche est le
choix du param�etre d'�echelle (voir Gilks et al., 1996). Typiquement, si la densit�e
q g�en�ere des sauts trop petits, l'algorithme aura un taux d' acceptation fort, mais
pourra rester pi�eg�e dans le bassin d'attraction d'un mode sans pouvoir visiter les
autres modes, alors que si la densit�eq g�en�ere des sauts trop grands, l'algorithme
de HM aura tendance �a visiter les queues de distribution de� , o�u la masse est tr�es
faible, ce qui entrâ�nera un taux d'acceptation trop petit (algorithme �g�e). Certains
auteurs ont propos�e de calibrer la variance de la marche al�eatoire, de mani�ere �a
obtenir un taux d'acceptation ni trop grand ni trop petit (la valeur 0.23 a même �et�e
propos�ee). Or il est ais�e de voir que cette recommandationn'est pas adapt�ee �a toutes
les situations. Prenons par exemple une densit�e �a trois modes avec un mode tr�es
�eloign�e des deux autres. Il se peut que, dans une telle situation, nous puissions ajuster
une variance permettant de visiter ais�ement les zones situ�ees sous les modes les plus
rapproch�es (avec un � ni trop grand ni trop petit durant la p�eriode ou l'algorithm e
ne visite que cette zone), mais que cet ajustement nous empêche de visiter le mode
le plus �eloign�e, cr�eant ainsi un biais important dans les estimations futures. Le
probl�eme du calibrage de la variance n�ecessite en r�ealit�e un bonne connaissance du
paysage induit par la loi � que l'on cherche �a reconstituer. L'un de nos objectifs est
de proposer une r�eponse �a ce type de probl�eme par une m�ethode \aveugle". D'autres
auteurs ont cherch�e des proc�edures adaptatives permettant de mieux explorer le
support de la loi cible comme Haarioet al. (2001), Atchad�e et al. (2005) ; citons aussi
les travaux de Andrieu et Moulines (2006) sur l'ergodicit�e de certains algorithmes
MCMC adaptatifs.

Une autre version de l'algorithme de HM consiste �a consid�erer une loi instru-
mentale ind�ependante de la position courantex, i.e. q(yjx) = q(y). Cette deuxi�eme
approche autorise en r�ealit�e des d�eplacements beaucoupplus libres que ceux de la
version marche al�eatoire. Cependant la performance de cetalgorithme est li�ee �a la
qualit�e de la loi instrumentale q comparativement �a � . Dans ce cadre, Mengersen et
Tweedie (1996) montrent l'ergodicit�e g�eom�etrique unif orme de l'algorithme de HM
sous des conditions �eclairant ce dernier point. Siq( � ) > 0 sur le support 
 de � et
qu'il existe a 2]0; 1[ tel que q(x) > af (x) pour tout x 2 
, alors pour tout n � 1,

kPn (x; � ) � � kV T � (1 � a)n ;

o�u Pn (x; � ) d�esigne la loi de l'algorithme de HM �a l'instant n partant de x et k � kV T

la norme en variation totale. Ce r�esultat montre en e�et, qu e plus q est proche de
f (densit�e de � ), c'est �a dire \ a proche de 1", plus la convergence est rapide. Ce
r�esultat a �et�e am�elior�e par Holden (1998), qui montre q ue, sous la conditionq � af ,
la densit�e pn de l'algorithme de HM �a l'�etape n v�eri�e :

sup
x2 


�
�
�
�
pn (x) � f (x)

f (x)

�
�
�
� � D (1 � a)n ; o�u D = sup

x2 


�
�
�
�
p0(x) � f (x)

f (x)

�
�
�
� : (4.1)
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p0 - -pn1 pn2 : : :

P(q0)n1 P(pn1 )n2 � n1

?

- : : :

a0 1 � (1 � a0)n1

| {z }
1 � (1 � a1)n2 � n1

| {z }
a1 a2

q � a0f p n1 � a1f p n2 � a2f

Fig. 4.1 { Sch�ema id�eal d'apprentissage en ligne aux instantsn1; n2; : : :, o�u P(q)n est le n-
it�er�e du noyau de HM de loi instrumentale q. 2�eme ligne : constantes de minoration associ�ees
�a l'emploi de la densit�e de l'algorithme comme loi instrum entale. 3�eme ligne : conditions de
minorations associ�ees.

M�ethode adaptative. Notre but est d'am�eliorer la convergence d'un algorithme de
HM ind�ependant ayant une loi instrumentale q0 v�eri�ant q0 � a0f , et assurant donc
la convergence g�eom�etrique (4.1) d�etermin�ee par a0. Un des leviers pour am�eliorer
cette vitesse est de chercher une loi instrumentaleq admettant une constante a se
rapprochant davantage de 1. A cette �n, il apparâ�t naturel d'utiliser la connais-
sance def dont on dispose au travers de la densit�epn , puisque celle-ci, pourn assez
grand, se trouve arbitrairement uniform�ement proche de f . Imaginons par exemple
que l'on puisse remplacer au cours du temps la densit�eq0 par les densit�es successives
pn ; nous obtiendrions alors le sch�ema id�eal d�ecrit dans la Figure 4.1, avec des am�e-
liorations extrêmement rapides des constantes de minorations a1; a2; : : :, associ�ees
�a la vitesse donn�ee dans (4.1). Les densit�espn �etant inconnues, on peut se doter
de m châ�nes i.i.d. lanc�ees suivant l'algorithme de HM ind�ependant de loi initiale
et instrumentale q0, et estimer non-param�etriquement pn �a partir des �etats des m
châ�nes �a l'�etape n. Malheureusement, d�es le premier instant d'apprentissage n1, la
construction de l'estimateur de pn1 entrâ�ne un couplage des châ�nes qui perdent
alors leur ind�ependance et leur caract�ere Markovien, rendant di�cile l'�etude th�eo-
rique de ces processus. Nous contournons cette di�cult�e enfaisant en sorte de ne
travailler que sur des châ�nes i.i.d. grâce �a un arti�ce de simulation.

Algorithme de HM adaptatif et r�esultat d'optimalit�e asym ptotique. Dans
[A6], pour estimer la densit�e de l'algorithme, nous avons choisi de consid�erer, en
raison de sa simplicit�e, la m�ethode de l'histogramme. A�n de lever les di�cult�es
techniques discut�ees dans le paragraphe pr�ec�edent, nous consid�erons un sch�ema th�eo-
rique consistant �a �eliminer, aux instants d'apprentissa ge, les châ�nes ayant permis
la mise �a jour de la derni�ere loi instrumentale (inject�ee ensuite dans les châ�nes
restantes). Ce proc�ed�e permet de conserver l'ind�ependance et le caract�ere Mar-
kovien (non-homog�ene) des châ�nes restantes, et d'utiliser des r�esultats classiques
sur l'histogramme tels que les in�egalit�es exponentielles de d�eviation sur les classes
dans le cadre i.i.d. Nous supposons dans notre travail que ladensit�e cible f est
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C-Lipschitzienne �a support compact 
 � Rs et minor�ee par une constante � > 0.
Cette condition est restrictive mais n�ecessaire pour pouvoir utiliser les r�esultats de
convergence presque sûre uniformes sur 
. Dans la pratique, il n'est pas n�ecessaire
que ces conditions soient strictement v�eri��ees, puisquecette m�ethode sert essentiel-
lement �a reconstruire une loi instrumentale localisant bien les zones charg�ees par
� sur un compact aussi grand que n�ecessaire. Pour l'�etude asymptotique de notre
algorithme, nous supposons disposer d'une in�nit�e de copies i.i.d. d'un processus de
HM inhomog�ene d�e�ni pour une suite de lois instrumentales qn . A�n d'all�eger les
notations, on suppose que l'apprentissage se fait �a tous les instants (ce qui n'est
pas le cas en pratique). L'apprentissage �a l'instant n utilise m(n) copies emprun-
t�ees �a cet ensemble in�ni, qui sont ensuite �elimin�ees. L a densit�e pn est estim�ee par
l'histogramme Hm(n) construit sur les r�ealisations de cesm(n) châ�nes (voir Bosq et
Lecoutre, 1987, pour la d�e�nition de l'histogramme et ses propri�et�es). A�n d'assurer
la consistance des estimateurs, nous exigerons quem(n) tende vers l'in�ni avec n
�a un r�egime que nous pr�eciserons. La loi instrumentale qn est soit Hm(n) , soit une
l�eg�ere modi�cation de Hm(n) (lorsque surviennent certaines classes vides) de mani�ere
�a assurer la condition de minoration qn � an f , pour tout n � 1, avec an 2]0; 1[.
Dans ce cadre, nous montrons tout d'abord une convergence dutype (4.1) pour les
lois marginales des châ�nes encore en vie �a l'�etapen. Nous montrons ensuite, sous
des conditions techniques rappel�ees ci-dessous, une in�egalit�e exponentielle �a distance
�nie (4.3) pour l'histogramme Hm(n) bas�e sur m(n) r�ealisations i.i.d. suivant pn . Ce
r�esultat d�ecoule d'une in�egalit�e exponentielle pour l a loi multinomiale (Bosq et Le-
coutre 1987), et exige dans notre situation que la largeur des classeshm(n) ne tende
pas trop vite vers 0 (condition (4.2))

Proposition 1 Soit Hm := Hm(n) l'histogramme depn , hm la largeur de ses classes,
et " > 0. Posons

� m;n = 2A
�

1 �
1

Amh s
m

� n

sup
x2 


�
�
�
�
p0(x) � f (x)

f (x)

�
�
�
� +

p
shm C:

Si hm ! 0, mhs
m ! + 1 lorsque n ! + 1 , mhs

m = o(n) et

mh3s
m �

�
20=(" � � m;n )2�

for m > m 0; n > n 0; (4.2)

o�u n0 et m0 v�eri�ent (" � � m0 ;n0 ) > 0 et (" � � m0 ;n0 )hs
m0

� 1, nous avons alors, pour
n > n 0 et m > m 0 :

P
�

sup
x2 


jHm (x) � pn (x)j > "
�

� 3 exp
�
� mh2s

m (" � � m;n )2=25
�

: (4.3)

Nous montrons en�n que l'algorithme avec apprentissage quenous proposons converge
plus rapidement versf que tout algorithme de HM homog�ene usuel utilisant une loi
arbitraire q0 satisfaisant q0 � a0f . Le r�esultat donn�e ci-dessous exprime le fait que
l'algorithme n'utilisera pas in�niment souvent une loi ins trumentale \moins bonne"
que q0, c'est �a dire v�eri�ant une condition de minoration du type qn � af avec
an < a 0. Il faut pour cela calibrer le r�egime m(n) a�n de montrer, par un lemme de
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Fig. 4.2 { Gauche : Vraie densit�e. Droite : estimation de la distance de Kullback
entre pn et f pour la châ�ne adaptative (trait plein) et la châ�ne homog�ene (trait
pointill�e).

Borel-Cantelli utilisant (4.3), que les �ev�enements \ind �esirables" ne peuvent survenir
qu'un nombre �ni de fois. Une fa�con plus rigoureuse d'exprimer ce r�esultat consiste
�a introduire

T(a0) = inf f t 2 N : 8n � t; an > a 0g;

l'instant al�eatoire au-del�a duquel tout algorithme de HM ind�ependant, utilisant la
loi instrumentale qn pour n > T (a0), est plus rapide que l'algorithme initial (au sens
o�u l'on sait d�emontrer une vitesse plus rapide).

Th�eor�eme 5 Si m(n) v�eri�e les conditions de la Proposition (1), et

m(n)h2s
m(n) � c log(n); (4.4)

o�u c = c(� ) est une constante explicite, alorsP(T(a0) < 1 ) = 1 .

Simulation bi-dimensionnelle. A�n d'illustrer le comportement de notre m�ethode
dans un cadre multivari�e, nous proposons de la confronter �a une loi de m�elange �a
quatre composantes gaussiennes bi-dimensionnelles. Les param�etres du mod�eles sont

poids : � 1 = 0 :5; � 2 = 0 :3; � 3 = 0 :15; � 4 = 0 :05;

moyennes : � 1 =
�

+10
� 10

�
; � 2 =

�
15
15

�
; � 3 =

�
� 15
� 15

�
; � 4 =

�
� 12
+07

�
;

variances : � 1 = � 2 =
�

1 0
0 1

�
; � 3 =

�
0:5 0
0 3

�
; � 4 =

�
0:5 0
0 1

�
:

La Figure 4.2 donne le graphe de la loi cible, ainsi que l'allure de la convergence,
au sens de Kullback, des algorithmes de HM adaptatif et homog�ene. La m�ethode
d'estimation pour ce deuxi�eme graphique est d�etaill�ee dans le paragraphe 4.2.

Nous avons utilis�e, pour notre algorithme adaptatif, le sch�ema d'apprentissage
suivant : il a d'abord �et�e initialis�e avec 231 châ�nes en parall�ele, et a e�ectu�e 4 mu-
tations aux instants I = (1 ; 3; 5; 7), avec des ensembles de châ�nes en parall�ele de
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Fig. 4.3 { Visites d'une seule châ�ne .Gauche: pour n = 1000 �etapes de la châ�ne
adaptative ; Milieu : pour n = 1000 �etapes de la châ�ne homog�ene ;Droite : pour
n = 3850 �etapes de la châ�ne homog�ene.
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Fig. 4.4 { Lois intrumentales successives �a chaque instant d'apprentissage.

taille N (�) = (40 ; 50; 60; 80). La châ�ne �nale qui utilise q7 a �e�ectu�e n = 2000 sauts.
Cet algorithme adaptatif a �nalement e�ectu�e 3050 sauts, d ont 1050 ont �et�e utilis�es
pour construire les quatres densit�es instrumentales. Nous constatons aux travers des
Figure 4.2 et 4.3 que la richesse d'exploration de la châ�neadaptative lui permet, �a
nombre �egal de sauts, de faire beaucoup mieux que la châ�nehomog�ene. La Figure
4.4 montre en�n avec quelle rapidit�e l'apprentissage de laloi cible s'e�ectue.

Algorithme de Hastings-Metropolis en int�eraction. A�n d'�eviter le gaspillage
de châ�nes qui, une fois utilis�ees pour l'apprentissage de la loi cible, �etaient mise de
cot�e, nous avons propos�e dans [A5] un syst�eme de couplaged'algorithmes en parall�ele
(non ind�ependants) pour lequel nous pensions que la convergence des marginales
vers la loi cible �etait plus rapide et sans biais. Or un contre-exemple dans un cas
simple nous a montr�e que cette intuition �etait erron�ee. D epuis, ce probl�eme a �et�e
reconsid�er�e avec succ�es par Del Moral et Doucet (2003) dans une approche �a rebours.
Notons toutefois que la proc�edure propos�ee dans [A5] donne de tr�es bons r�esultats
en pratique, et qu'une fois le syst�eme de apprentissage arrêt�e, les châ�nes r�esultantes
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convergent exponentiellement vite vers la loi cible.

4.2 Comparaison de MCMC via l'entropie

Les m�ethodes de Monte Carlo par châ�nes de Markov (MCMC) g�en�erent une
châ�ne de Markov (X (n) )n� 0 dont la loi stationnaire admet une densit�e de probabilit�e
f sur un espace d'�etat 
 � Rs. Dans les situations o�u l'on ne sait pas simuler
suivant f , ou lorsqu'il n'existe pas de calcul exact pour des int�egrales de la forme
Ef [h] =

R
h(x)f (x)dx, les m�ethodes MCMC sont tr�es utiles, puisque pour T assez

grand X (T ) est presque distribu�ee suivant f , et Ef [h] peut être approch�ee par la
moyenne ergodique de la châ�ne. Les m�ethodes les plus couramment utilis�ees sont
l'algorithme de Hastings-Metropolis (Hastings, 1970) et l'�echantillonneur de Gibbs
(Geman et Geman, 1984). Nous avons �evoqu�e dans le paragraphe 4.1 les di�cult�es
inh�erentes au choix d'une bonne strat�egie de simulation et les e�orts men�es dans ce
domaine pour proposer des m�ethodes adaptatives e�caces. Nous proposons dans ce
travail une approche m�ethodologique permettant de hi�erarchiser diverses strat�egies
de simulation au moyen d'un crit�ere bas�e sur l'entropie. Supposons que l'on souhaite
comparer deux algorithmes MCMC partant d'une même loi initiale p0

1 = p0
2 dont

les densit�es �a l'it�eration n sont pn
1 et pn

2 . Un indicateur naturel de la qualit�e de
l'algorithme est l'�evolution dans le temps de la divergence de Kullback-Leibler entre
pn

i , i = 1 ; 2 et f donn�ee par

K(pn
i ; f ) =

Z
log

�
pn

i (x)
f (x)

�
pn

i (x)dx = H(pn
i ) � Epn

i
[log f ];

o�u pour toute densit�e p sur 
, H (p) =
R

log(p(x))p(x)dx d�esigne l'entropie relative
de p. Lorsque f est analytiquement connue, un estimateur fortement convergent de
Epn

i
[log f ] s'obtient au moyen d'une int�egration de type Monte Carlo u tilisant par

exempleN châ�nes i.i.d. de l'algorithme �a l'�etape n. Malheureusement commef est
en g�en�eral la densit�e �a post�eriori d'un mod�ele bay�es ien, on ne la connait en r�ealit�e
qu'�a une constante multiplicative pr�es, i.e f (�) = C' (�) o�u la constante de normalisa-
tion C n'est pas accessible. Cependant, si l'on souhaite comparerles comportements
en entropie de deux strat�egies, la connaissance deC n'est pas n�ecessaire pour estimer
la di��erence de leur divergence par rapport �a f , puisque

D(pn
1 ; pn

2 ; f ) = K(pn
1 ; f ) � K (pn

2 ; f )

= H(pn
1 ) � H (pn

2 ) + Epn
1
[log ' ] � Epn

2
[log ' ]: (4.5)

La distance de Kullback est la seule divergence assurant cette propri�et�e, ce qui en
fait un outil particuli�erement appr�eciable pour l'�etud e des algorithmes MCMC. No-
tons que nous aurions pu chercher �a estimer d'autres distances comme la distance
L 1 ou L 2, mais l'estimation de ces distances requiert des conditions techniques aussi
di�ciles �a v�eri�er que celles exig�ees pour l'estimation de l'entropie. Nous aurions du
de plus nous confronter au probl�eme de l'estimation deC par d'autres techniques,
ce qui totalement inenvisageable dans un contexte MCMC non-trivial. D'autres au-
teurs, comme Doucet al. (2006), se sont servi de la distance de Kullback pour ajuster
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des strat�egies de simulation. Pour estimer les entropies relatives H(pn
i ; f ), i = 1 ; 2,

impliqu�ees dans (4.5), nous utilisons une m�ethode propos�ee par Gy•or� et Van Der
Meulen (1989), qui d�ecompose un �echantillonX N i.i.d. de taille N , distribu�e suivant
une densit�e g�en�erique p, en deux sous-�echantillonsY N = ( Yi ) et ZN = ( Z i ) d�e�nis
par :

Yi = X 2i ; pour i = 1 ; : : : ; [N=2];

Z i = X 2i � 1; pour i = 1 ; : : : ; [(N + 1) =2];

o�u [ � ] d�esigne la partie enti�ere. Soit p̂N (x) = p̂N (x; ZN ) l'estimateur �a noyau de la
densit�e p d�e�ni par

p̂N (x) =
1

hs
N (N + 1) =2

[(N +1) =2]X

i =1

K
�

x � Z i

hN

�
; x 2 Rs;

o�u le noyau K est une densit�e de probabilit�e sur Rs, hN > 0 avec hN ! 0 et
Nhs

N ! + 1 lorsque N ! + 1 . L'estimateur de l'entropie introduit par Gy •or� et
Van Der Meulen (1989) s'�ecrit alors sous la forme

H N (p) =
1

[N=2]

[N=2]X

i =1

log p̂N (Yi )1IpN (Yi )� aN
; (4.6)

o�u 0 < a N < 1 avec aN ! 0 lorsque N ! + 1 . L'une des grandes di�cult�es de
notre travail a �et�e de montrer que les hypoth�eses de r�egularit�e (caract�ere Lipschitz,
d�ecroissance des queues, etc.) exig�ees pour la consistance de l'estimateur (4.6) �etaient
v�eri��ees sur les densit�es successives de certains algorithmes MCMC. Nous donnons en
particulier deux s�eries d'hypoth�eses (voir Proposition s 2 et 3 et le Th�eor�eme 1 dans
[B1]) assurant la validit�e de notre approche pour l'algorithme de Hastings-Metropolis
ind�ependant vu dans le paragraphe 4.1. Une illustration decette m�ethode est donn�ee
dans la Figure 4.2 (dans un cadre o�u la constanteC de normalisation de f est
connue), montrant clairement la sensibilit�e de l'entropi e aux �etapes d'apprentissage.

4.3 �Echantillonnage d'importance : f -correction de la
loi instrumentale

Dans un travail en cours [B4], en collaboration avec Didier Chauveau et avec
l'aide de C�ecilia Lavanant, �etudiante de Master, nous proposons une m�ethode de
r�eduction de la variance pour la m�ethode dite d' �echantillonnage d'importance (tra-
duction de importance sampling). Le principe de cette m�ethode est le suivant : sup-
posons que, comme dans les paragraphes 4.1 et 4.2, nous souhaitions approcher des
int�egrales du type Ef [h], o�u f est une densit�e sur 
 � Rs de la forme f (�) = C' (�)
o�u la constante C =

R
' (x)dx de normalisation est inconnue. L'id�ee consiste �a si-

muler un �echantillon i.i.d. X 1; : : : ; X n suivant une loi instrumentale de densit�e g et
d'estimer E f [h] au moyen de la loi forte des grands nombres qui, sous des conditions
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ad hocde moments, donne :

Tg =

1
n

nX

i =1

h'
g

(X i )

1
n

nX

i =1

'
g

(X i )

p:s:
�!

Z
hf
g

(x)g(x)dx = Ef [h]; lorsque n ! + 1 : (4.7)

Comme pour l'algorithme de HM la qualit�e de l'estimation d�ecrite pr�ec�edemment
(voir Robert et Casella, 2004) d�epend fortement de la ressemblance entre la densit�e
instrumentale g et la densit�e cible f , l'id�eal �etant de pouvoir simuler directement
sousf . Nous proposons dans ce travail un moyen d'am�eliorer la qualit�e de la densit�e
instrumentale g en recti�ant son allure aux endroits o�u g est loin de f . Une solution
est par exemple de cr�eer des modes aux endroits o�uf en poss�ede mais pasg, et �a
contrario d'abaisser g aux endroits o�u f est faible et g �elev�ee. Douc et al. (2006)
s'int�eressent �a ce probl�eme et proposent d'ajuster des lois de m�elange (avec un
nombre de composantes �x�e) a�n de mimer au mieux le relief dela densit�e cible f .
Nous proposons pour notre part un estimateur consistant def bas�e sur un estimateur
�a noyau repond�er�e utilisant l'�echantillon instrument al. Cet estimateur def est d�e�ni
de la mani�ere suivante :

f̂ n(x) =

1
nhs

n

nX

i =1

K
�

x � X i

hn

�
'
g

(X i )

1
n

nX

i =1

'
g

(X i )

; x 2 Rs; (4.8)

o�u le noyau K est une densit�e de probabilit�e sur Rs, hN > 0 avec hN ! 0 et
Nhs

N ! + 1 lorsque n ! + 1 . Nous conjecturons que sous certaines conditions la
famille de fonctions

F =
�

K
�

x � �
h

�
'
g

(�); x 2 Rs; h > 0
�

forme une classe de Vapnik-Cervon�enkis born�ee de fonctions mesurables. Si nous
parvenons �a montrer un r�esultat de ce type, avec des conditions raisonnables sur
' , g et K , nous aurons alors, en utilisant les travaux de Gin�e et Guillou (2002),
une vitesse de convergence presque sûre dejj f̂ n � f jj1 vers 0 lorsquen ! + 1 :
Notons que d'un point de vue m�ethodologique la densit�e (4.8) est facilement si-

mulable puisqu'elle correspond �a un m�elange �a n composantes 1=hs
n K

�
x� X i

hn

�
, o�u

i = 1 ; : : : ; n, dont les poids du m�elange sont '
g (X i )=

P n
i =1

'
g (X i ). On estime alors

Ef [h] au moyen de l'estimateur Tf̂ n
d�e�ni en (4.7). L'�etape de re-�echantillonnage

au sens de cet estimateur �a noyau repond�er�e, peut s'apparenter �a une version liss�ee
de la m�ethode de re-�echantillonnage par poids d'importance (voir, e.g., Capp�e et
al., 2005) couramment utilis�ee en �ltrage particulaire (Del M oral, 2004) ou dans les
approches bay�esiennes (Robert et Casella, 2004). Un projet int�eressant concerne la
normalit�e asymptotique de Tf̂ n

, lorsque le nombre de variables instrumentales tir�ees
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tend vers l'in�ni. Il est �a noter, comme toujours dans ce typ e de probl�eme, que le
contrôle des queues de distribution def̂ n (ou d'une version modi��ee) jouera une rôle
pr�epond�erant.

4.4 Simulation de la convergence en entropie de châ�nes
de Markov

Dans [A11] nous proposons, en collaboration avec Didier Chauveau, de contrôler
le comportement en entropie de certaines châ�nes de Markov(stabilit�e, convergence
vers la loi stationnaire, vitesse dans le TCL) au moyen d'un outil statistique utilisant
des r�ealisations i.i.d. de ces châ�nes. On suppose simplement que le noyau de transi-
tion de la châ�ne d'int�erêt admet une densit�e par rappor t �a une mesure dominante,
que l'on connait analytiquement cette densit�e, et que l'on sait la simuler. Nous in-
troduisons pour cela un estimateur de l'entropierelative H(pt ) = Ept (log pt ) associ�ee
�a la densit�e marginale pt de la châ�ne de Markov d'int�erêt �a l'instant t � 1. Cette
estimation sera ensuite compar�ee �a une entropieexterne H(pt

1; pt ) = Ept
1
(log pt ), o�u

les pt
1 sont les densit�es successives d'une autre châ�ne de Markov bien choisie.

Estimation par double Monte Carlo. Soit X = ( X t )t � 0 une châ�ne de Markov
inhomog�ene �a temps discret, �a valeurs dans une espace d'�etat mesurable (E; E). On
suppose que pour toutt � 0, la densit�e de transition qt par rapport �a une mesure de
r�ef�erence � � -�nie est analytiquement connue. On sait que les densit�es marginales
de la châ�ne de MarkovX sont donn�ees par sa densit�e marginalep0 et la formule de
r�ecurrence :

pt+1 (y) =
Z

pt (x)qt (x; y)� (dx); t � 0:

L'id�ee principale de notre travail consiste �a remarquer que si nous disposions d'un
�echantillon

X t = ( X t
1; X t

2; : : : ; X t
N ); i.i.d. � pt ;

nous serions en mesure d'estimer ponctuellementpt+1 au moyen de la loi forte des
grands nombres

1
N

NX

k=1

qt (X t
k ; y)

p:s:
�!

Z
qt (x; y)pt (x)� (dx) = pt+1 (y); lorsquen ! + 1 : (4.9)

Ainsi nous pouvons attendre qu'en int�egrant le log du membre de droite de (4.9) au
sens de Monte Carlo, au moyen d'un deuxi�eme �echantillon i.i.d.

~X t+1 = ( ~X t+1
1 ; ~X t+1

2 ; : : : ; ~X t+1
N ); i.i.d. � pt+1 ;

ind�ependant de X t , qu'il y ait convergence versH(pt+1 ). Il est donc naturel d'intro-
duire

Ĥ (pt+1 ) =
1
N

NX

`=1

log

 
NX

k=1

qt (X t
k ; ~X t+1

` )

!

: (4.10)
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On notera, dans le même esprit, que la quantit�eĤ (pt+1
1 ; pt+1 ) obtenue en rempla-

cant ~X t dans (4.10) par un �echantillon i.i.d. Y t = ( Y t
1 ; Y t

2 ; : : : ; Y t
N ) � pt+1

1 devrait
converger vers l'entropie externeH(pt

1; pt ). Nous montrons, sous des conditions de
moments, les r�esultats suivants :

Th�eor�eme 6 Si pour tout t � 0, le noyau de transition re-normalis�e

r t (x; y) =
qt (x; y)
pt+1 (y)

est non-d�eg�en�er�e et v�eri�e :

Ept 
 pt +1
1

�
jr t (X; Y )j2+ 
 �

< 1 ; pour 
 > 0;

et

Ept +1
1

�
j logpt+1 (X; Y )j2

�
< 1 ;

alors

Ĥ (pt+1
1 ; pt+1 ) P�! H (pt+1

1 ; pt+1 ); lorsque n ! + 1 ;

et
p

N
�

Ĥ (pt+1
1 ; pt+1 ) � H (pt+1

1 ; pt+1 )
�

L�! N (0; � t ); lorsque n ! + 1 ;

o�u � t = varpt +1
1

[logpt+1 ] + varpt [R(X )] et R(x) = Ept +1
1

[(x; Y )].

La preuve de ce th�eor�eme utilise une d�ecomposition inspir�ee de Del Moral et Guion-
net (1999). Les techniques mise en oeuvre sont li�ees �a la th�eorie des U-statistiques
(voir Ser
ing, 1980) et �a une in�egalit�e de moyenne d�evia tion due �a Fuk et Nagaev
(1971, 1976). Sous une condition de moment plus forte, et en utilisant de nouveau
une technique inspir�ee de Del Moral et Guionnet (1999), nous montrons la conver-
gence forte de nos estimateurs. Une di��erence par rapport �a ces auteurs est que
l'emploi d'une in�egalit�e de moyenne d�eviation nous perm et de relaxer leur condition
de moment de 6 �a 4 + 
 pour tout 
 > 0.

Th�eor�eme 7 Sous les conditions du Th�eor�eme 6, si l'on remplace la condition
(4.11) par :

Ept 
 pt +1
1

�
jr t (X; Y )j4+ 
 �

< 1 ; pour 
 > 0;

alors

Ĥ (pt+1
1 ; pt+1 )

p:s:
�! H (pt+1

1 ; pt+1 ); lorsque n ! + 1 :
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Applications. Nous avons mis en oeuvre notre m�ethode pour �etudier la stabilit�e
d'un processus AR(1) avec bruit gaussien, ainsi que la vitesse de convergence dans
le th�eor�eme central limite. Pour cette deuxi�eme applica tion, nous avons utilis�e le fait
que les variables du type

Yn =
1

p
n

nX

i =1

X i ; (4.11)

o�u X 1; X 2; : : : sont des variables al�eatoires i.i.d. �a valeurs dansRd, de densit�e com-
mune f par rapport �a la mesure de Lebesgue, forment une châ�ne de Markov. Il su�t
d'�etudier pour s'en convaincre, la structure autoregressive inhomog�ene du mod�ele

Yn+1 =
r

n
n + 1

Yn +
1

p
n + 1

X n+1 ; n � 1;

le noyau de transition de cette châ�ne de Markov s'�ecrivant alors tr�es simplement
sous la forme :

qn(x; y) = ( n + 1) d=2f (
p

n + 1y �
p

nx):

En supposant queE[X ] = 0, et sous une condition de moment d'ordre 2, nous savons
que

Yn
L�! N d(0; �) ; lorsque n ! + 1 ;

o�u � est la matrice de variance-covariance de X et Nd d�esigne la loi gaussienne en
dimensiond. Ce constat fait, il nous est apparu int�eressant de repr�esenter l'�evolution
dans le temps de la distance de Kullback entrepn , la densit�e de Yn , et � � , la densit�e
de la loi Nd(0; �), soit

K(pn ; � � ) = Epn (log pn) � Epn (log � � ): (4.12)

Nous constatons que nous pouvons estimer le premier terme dumembre de droite de
4.12 en utilisant (4.10), et que le deuxi�eme terme s'estimeplus simplement encore
en consid�erant N � 1 P N

`=1 log (� � (Yn;` )), o�u Yn;1; Yn;2; : : : sont i.i.d. suivant pn . La
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Fig. 4.5 { Mod�ele U[� 20;20] (trait plein), M 1 (trait pointill�e) et M 2 (trait discontinu)
pour N = 200 (gauche), et N = 5000 (droite).

Figure 4.5 repr�esente le comportement de la distance de Kullback, estim�ee avec 200
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puis 5000 châ�nes, entre la loi deYn d�e�nie en (4.11) et la loi N (0; 1) lorsque les
X i sont respectivement i.i.d. suivant une loi uniformeU[� 20;20] et les deux mod�eles
de m�elange M 1 et M 2 �a composantes gaussiennes dont les param�etres sont donn�es
ci-dessous :

M 1 : � =
1
2

; � 1 = � 8; � 2
1 = 1 ; � 2 = 8 ; � 2

2 = 4 ;

M 2 : � =
1
2

; � 1 = � 20; � 2
1 = 1 ; � 2 = 20; � 2

2 = 16:

Nous constatons clairement aux travers de la �gure 4.5 les disparit�es importantes qui
peuvent exister dans l'approximation gaussienne �evoqu�ee plus haut et situer aussi,
pour la premi�ere fois, des ordres de grandeurs raisonnables sur la taille d'�echantillon
n�ecessaire en pratique pour sa prise en compte. En particulier, au travers du graphe
associ�e au mod�eleM 2, lorsque la loi desX i a des queues de distributions plus lourdes
celles de la loiN (0; 1), nous pouvons observer que la loi deYn met plus de temps �a
converger vers la loi normale centr�ee r�eduite.



Chapitre 5

Algorithmes stochastiques

Ce chapitre est consacr�e �a l'�etude de deux algorithmes stochastiques �a pas d�e-
croissant que j'ai choisi d'�etudier en marge de mes travauxen Statistique. Le travail
(en cours de r�edaction) sur l'algorithme du bandit �a deux b ras [B2] est le fruit d'une
collaboration avec Pierre Tarr�es.

5.1 Recuit simul�e avec un estimateur s�equentiel de l'�ene r-
gie

L'objectif premier �etait de se doter d'un algorithme d'opt imisation stochastique
pouvant g�erer l'arriv�ee de s�equences d'information sur une fonction cible �a minimi-
ser. Un champs d'application naturel pour ce type d'approche est l'optimisation des
fonctions de contraste ou de r�egression intervenant en Statistique.

De mani�ere plus pr�ecise, on se donne (Hn )n� 0 une suite d'estimateurs fonction-
nels d'une certaine fonctionH (appel�ee potentiel ou energie) d�e�nie sur un espace
mesur�e (� ; B; � ), telle que les hypoth�eses suivantes soient v�eri��ees :

(H1) Il existe une suite d�eterministe (� n )n� 0, d�ecroissante vers 0, telle que

kHn � H k1 = O(� n ) p:s:

o�u k � k1 d�esigne la norme uniforme sur �.

(H2) La fonction H est de classeC2 sur � et admet un ensemble �ni de minima
globaux (not�e H � ).

Nous rappelons qu'il est possible de d�e�nir pour la fonction H une mesure de
Gibbs G�;H �a la temp�erature T = 1=� , avec � > 0, de densit�e relativement �a � de
la forme

1
Z �

e� �H ; o�u Z � =
Z

�
e� �H :

49
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Si H v�eri�e (H2) , cette mesure de Gibbs a la propri�et�e de charger, lorsque la tem-
p�erature T tend vers 0, uniquement les minima globaux de la fonctionH , i.e.

G�;H �!
1
Z

X

� 2 H �

k� � � ; lorsque � ! + 1 ; (5.1)

o�u k� = (det r 2H (� )) � 1=2 et Z =
P

� 2 H � k� . On suppose dans cette �etude que la
fonction H est inconnue, mais peut être approch�ee au sens de (H1) . La m�ethode
d�ecrite ci-dessous a pour but d'optimiser (pas �a pas) les estimateurs Hn dans l'es-
poir d'optimiser asymptotiquement le potentiel H . A cette �n, on d�e�nit pour tout
n � 0 une mesure de GibbsG� n ;H n adapt�ee �a Hn , o�u � n est un param�etre donn�e
d�ependant de n.

Nous montrons dans un premier th�eor�eme que, sous les hypoth�eses (H1-2) , les
mesure de GibbsG� n ;H n et G� n ;H ont le même comportement asymptotique, au sens
de (5.1), si � n � n ! 0 lorsquen ! + 1 .

Ce premier point �etabli, on propose de simuler le comportement asymptotique
du processus �a valeurs mesures (G� n ;H n )n� 0 au moyen d'une châ�ne de Markov in-
homog�ene (� n )n� 0, dont le noyau de transition dit de Metropolis s'�ecrit pour chaque
n � 0 sous la forme :

N � n ;H n (�; d� ) = 1I H n (� )� H n (� )N (�; d� ) + 1I H n (� )>H n (� )N (�; d� ) + Qn � � (d� );

o�u N est un noyau markovien, homog�ene, v�eri�ant la condition d e Harris sur � (voir
Meyn et Tweedie, 2003), et la propri�et�e de r�eversibilit� e par rapport �a la mesure � . Le
terme Qn sert �a avoir

R
� N � n ;H n (�; d� ) = 1. La r�eversibilit�e permet de montrer que

la mesureG� n ;H n est r�eversible pour N � n ;H n . On montre alors le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 8 Sous les hypoth�eses pr�ec�edentes, et pour� n de la forme n� � , avec
� > 0, il existe une constante
 0 explicite telle que pour tout
 < 
 0 et � n = 
 logn,
on ait :

kP� n � G� n ;H n kV T �! 0 p:s:; lorsque n ! + 1 ;

o�u P� n d�esigne la mesure de probabilit�e de la châ�ne de Markov� n �a l'instant n � 0.

En conclusion, ce th�eor�eme exprime le fait que la loi de la châ�ne de Markov (� n )n� 0

se concentrera, comme voulu, presque sûrement sur les minima globaux de la fonction
H . Des simulations de cet algorithme, appliqu�e �a l'optimis ation de la log vraisem-
blance des donn�ees tronqu�ees pour les CMC, se trouvent �a la �n de ma th�ese de
doctorat.

5.2 Probl�eme du bandit �a deux bras dans un cadre er-
godique

L'algorithme du bandit �a deux bras est une proc�edure d'apprentissage statistique
permettant de d�etecter entre deux sources de b�en�e�ces, bras d'une machine �a sous
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par exemple, laquelle est la plus pro�table. Supposons qu'�a tout instant n 2 N,
nous ayons le choix de jouer avec un brasA ou un bras B , et que ces bras puissent,
ind�ependemment du pass�e, nous faire gagner respectivement un euro avec probabilit�e
pA (resp. pB ) et ne rien perdre avec probabilit�e 1� pA (resp. 1� pB ). Dans une telle
situation, le bras A est dit plus pro�table que la bras B si pA > p B . L'algorithme du
bandit �a deux bras a �et�e introduit par Norman (1968) en psy chologie math�ematique,
puis par Shapiro et Narendra (1969) en ing�eni�erie comme automate d'apprentissage
lin�eaire (voir le \survey" et le livre de Narendra et Thatha char, 1974, 1989). Cette
proc�edure permet de jouer al�eatoirement avec les brasA et B , avec la propri�et�e
de s�electionner presque sûrement le bras le plus favorable lorsque que le nombre
d'essai tend vers l'in�ni. Une application naturelle de ce type d'algorithme a �et�e
developp�ee par Niang (1999) dans le cadre de l'allocation de con�ance pour les
march�es �nanciers. D�ecrivons plus en d�etail le fonction nement de cet algorithme.
Pour tout n 2 N, on note X n la probabilit�e de choisir le bras A �a l'�etape n, et on
�xe X 0 = x 2]0; 1[. Les probabilit�es X n �evoluent r�ecursivement selon la proc�edure

8n � 0; X n+1 =

8
<

:

X n + 
 n (1 � X n ) si Un+1 = A, et � A;n +1 = 1 ;
(1 � 
 n )X n si Un+1 = B , et � B;n +1 = 1 ;

X n sinon:
(5.2)

o�u 
 0 = c et 
 n = c=(c + n), avec c 2]0; + 1 [, Un+1 est une variable al�eatoire
correspondant au label du bras choisi �a l'instant n + 1, et � A;n +1 (resp. � B;n +1 ) cor-
respondent �a la performance, �a valeurs dansf 0; 1g (1 pour succ�es, 0 pour �echec), du
bras A (resp. du brasB ) �a l'instant n + 1. La formule (5.2) dit explicitement ceci :
si on joue A et que l'on gagne, on renforce la probabilit�e de le jouer �a l'�etape sui-
vante �a hauteur d'un terme additif valant 
 n (1 � X n ), si on joue B et que l'on gagne
on a�aiblit X n d'un facteur 0 < (1� 
 n ) < 1, et dans les autres cas on ne change rien.

En consid�erant ( I n )n� 1 une suite i.i.d. de variables al�eatoires uniformes sur [0; 1],
le label du bras jou�e �a l'instant n + 1 est mod�elis�e par Un+1 = A1II n +1 � X n +
B 1II n +1 >X n . Comme nous l'avons �evoqu�e pr�ec�edemment, on consid�ere en g�en�eral
que les suites de variables al�eatoires (� A;n )n� 1 and (� B;n )n� 1 sont i.i.d., mutuelle-
ment ind�ependantes, et respectivement distribu�ees suivant une loi de Bernoulli de
param�etre pA et pB . Paradoxalement �a la grande simplicit�e de l'algorithme ( 5.2), il
a fallu attendre une trentaine d'ann�ees pour que le bon crit�ere de convergence voit
le jour. Ce r�esultat a �et�e obtenu par Tarr�es (2001), puis g�en�eralis�e dans Lamberton
et al. (2004). Notons que Bena•�m et Ben Arous (2003) �etudient aussi un algorithme
de type bandit �a deux bras dans un contexte de th�eorie des jeux. R�ecemment Lam-
berton et Pag�es (2005a{b) ont �etabli des vitesses de convergence pour l'algorithme
du bandit �a deux bras ainsi qu'une version p�enalis�ee de cet algorithme.

Dans [B2], nous proposons avec Pierre Tarr�es, l'�etude asymptotique de l'algo-
rithme du bandit �a deux bras lorsque l'hypoth�ese d'ind�ep endance est lev�ee sur les
suites (� A;n )n� 1 and (� B;n )n� 1. Nous supposons d�esormais la condition d'ergodicit�e
suivante :
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(E) (Ergodicit�e). Les r�ealisations des brasA et B v�eri�ent

1
n

nX

k=1

� A;k �!
n!1

� A p:s: et
1
n

nX

k=1

� B;k �!
n!1

� B p:s:; (5.3)

o�u 1 � � A > � B � 0, ce qui signi�e que A rapporte asymptotiquement plus que
B . Notons qu'une telle condition permet de consid�erer des situations plus r�ealistes
en pratique. Par exemple, dans le contexte de la s�election du meilleur trader cit�ee
dans Lamberton et al. (2004), les hypoth�eses d'ind�ependance et d'homog�eneit�e non
r�ealistes pour quali�er les \performances humaines" des traders, peuvent ainsi être
all�eg�ees. Nous avons voulu mettre en �evidence dans ce travail le fait que l'algorithme
du bandit �a deux bras se joue des structures stochastiques locales associ�ees aux
performances des brasA et B , mais valorise surtout leur aptitude au succ�es sur de
tr�es grandes plages de temps (du moment qu'un principe de sup�eriorit�e ergodique du
type (5.3) existe). Notre r�esultat principal repose sur une nouvelle d�ecomposition de
l'algorithme (voir Lemme 1) faisant apparâ�tre la di��ere nce des moyennes ergodiques
de chaque bras. Nous d�e�nissons pour toutn � 1, � n :=

P n
k=0 (� A;k +1 � � B;k +1 �

(� A � � B )) ; avec � 0 = 0 ; ainsi que la fonction f (x) = x(1 � x) � 0, pour tout
x 2 [0; 1]. Les � -alg�ebres d'int�erêt sont :

G = � (� A; 1; : : : ; � A;n ; � B; 1; : : : ; � B;n ; n 2 N):

et

pour n � 1; Fn = G [ � (I 1; : : : ; I n ):

Lemme 1 Il existe une martingale (M n )n� 0, d�e�nie pour tout n � 0 par

M n+1 =
nX

k=0


 k "k+1 ;

avec

8 k � 0; Ex ("k+1 jF k ) = 0 ; Ex (( "k+1 )2jF k ) � CX k ;

o�u C = 3(2 + c2) et telle que, pour toutn � 2 :

X n+1 = x + M n + ( � A � � B )
nX

k=1


 k (1 + Wk )f (X k) + � n+1 
 n f (X n ); (5.4)

o�u

jWk j � D

�
�
�
�

� k+1

c + k + 1

�
�
�
� ! 0 Px � a:s:; lorsque k ! + 1 ;

avec D = 1+2 c
� A � � B

.

En utilisant une technique de preuve inspir�ee par celle de Tarr�es (2001) dans le cadre
i.i.d. nous �etablissons le th�eor�eme suivant :
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Th�eor�eme 9 Sous l'hypoth�ese d'ergodicit�e (E) , nous avons
(i) Pour tout c 2]0; + 1 [, le processus(X n )n� 0 d�e�ni en (5.2) converge Px -presque
sûrement vers0 ou 1.
(ii) Pour tout c 2]0; 1=� B [, le processus(X n )n� 0 d�e�ni en (5.2) converge Px -presque
sûrement vers1.

Le Lemme 1 permet de montrer, �etant donn�ee la convergence asymptotique de la
martingale (M n )n� 0, la convergence presque sûre de �k 
 k vers 0 due �a (E) , et �a
l'encadrement 0� X n � 1, que

nX

k=1


 kX k (1 � X k ) < 1 Px � p:s: (5.5)

La condition (5.5) implique que X n tend presque sûrement vers 0 ou 1 lorsquen
tend vers l'in�ni. Nous montrons aussi un principe de \frein " pour la descente de
l'algorithme vers 0.

Lemme 2 Sous la condition d'ergodicit�e (E) , pour tout " > 0, il existe presque
sûrement un rang n0(" ) (al�eatoire) tel que pour tout n � n0(" ), X n � n� c� B (1+ " ) .

Sous la condition 0< c < 1=� B , nous montrons en utilisant les Lemmes 1 et 2, et
l'in�egalit�e de Doob pour les martingales, que \moralement" si l'algorithme descend
pr�es de 0, la variance conditionnelle du bruit ne lui permettra pas de passer en
dessous d'une fraction �x�ee de sa valeur courante. Ceci entrâ�ne que lim inf X n > 0
pour chaque trajectoire, et donc que l'algorithme convergeobligatoirement vers 1.
Nous �etudions actuellement la possibilit�e d'acc�el�ere r la d�ecroissance vers 0 de
 n

sous une condition faible de vitesse associ�ee au comportement ergodique(E) .
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